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PALABRAS DE PRESENTACION

La versién caslellana de la obra del profesor A. G. Kurosch
«Curso de dlgebra superior» que ofrecemos al lector, es el primer libro
del autor que se traduce al espafiol.

El conocimiento del dlgebra superior es indispensable para la
formacién matematica del estudiante que ha decidido consagrarse
al estudio de las matematicas. El presente libro marca un camino
relativamente corto para pasar del dlgebra elemenlal al estudio de los
métodos abslractos del dlgebra moderna.

En los primeros capitulos se estudian detalladamenle los deter-
minantes y sistemas de ecuaciones lineales, se inlroducen los nimeros
complejos y las operaciones sobre las matrices, y se hace una exposi-
¢ion de la teoria de los polinomios y formas cuadriticas. En los
capitulos VII y VIII, el autor nos da una idea primordial del dlgebra
lineal. En el capitulo X vemos que el dlgebra lineal, el dlgebra de los
polinomios y las funciones racionales pueden generalizarse para el
caso de un campo fundamental arbitrario. Precisamente en esle capi-
tulo, el auter nos enseia los principios del algebra moderna. Aqui
nos encontramos con los conceptos importantes de anillo y campo.
Jslos conceplos permilen exponer con mayor generalidad Ia teoria
de los polinomios en varias indeterminadas, suponiendo que los
coelicientes de estos polinomios pertenecen a un campo fundamental
arbitrario. A continuacion, las matrices polinomiales también se
estudian sobre un campo fundamental arbitrario y se aplican para
la elaboracién de la teoria de las matrices de Jordan. El ultimo capi-
tulo estd dedicado a los grupos; éste es el comienzo de una rama muy
importante del &lgebra moderna, denominada Lleorfa de los
grupos.

El autor de este libro es un gran especialista en teoria de grupos,
Su libro «Teoria de los gruposs, desempeiié un papel muy importante
en el desarrollo de las invesligaciones sobre este lema en la Union
Soviética. Hace unos afos, el prof. A. G. Kurosch publicd una origi-
nal obra, titulada ¢Lecciones de dlgebra general», que fue favorable-
mente acogida por los algebristas soviéticos.

El prof. A, G. Kurosch es jefe de la citedra de dlgebra superior
de la Universidad de Moscii desde el afo 1949.



8 Palabras de presentacion

El presente libro es un compendio de dlgebra superior que compren-
de los conocimientos de esta ciencia obligatorios para los estudiantes
de matemidticas de la Universidad de Mosci. Desde la aparicion
de su primera edicién en ruso, en el afio 1946, ya ha sido reeditado
ocho veces. En la Union Soviética éste es uno de los mejores libros
sobre el tema considerado. Esperamos que tenga buena acogida en los
paises de habla hispanica.

Agradeceremos al lector sus observaciones sobre la presente tra-
duceidn, que trataremos de tener en cuenta en el futuro.

Mosei. Febrero de 1968, . Aparicio Bernardo



CAPITULO 1

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES. DETERMINANTES

§ 1. Método de eliminacién consecutiva de las incégnitas

Comenzamos el curso de dlgebra superior con el estudio de los
sistemas de ecuaciones de primer grado con varias incognitas o,
como suele decirse, de los sistemas de ecuaciones lineales *,

La teoria de los sistemas de ecuaciones lineales origina una am-
plia e importante rama del adlgebra, el dlgebra lineal, a la que estin
dedicados una gran parte de los capitulos de este libro y, en particu-
lar, los tres primeros. Se supone que son reales los coeficientes delas
ecuaciones que se consideran en estos tres capitulos, los valores de las
incognitas y, en general, todos los nimeros que aparecen. lin reali-
dad, todo cl contenido de estos capitulos se generaliza, palabra por
palabra, al caso de numeros complejos arbitrarios, ya conocidos por
el lector en el curso de la escuela media.

A diferencia del dlgebra clemental, aqui se estudian los sislemas
con un nimero arbitrario de ecuaciones e incégnitas. Ademds, supo-
nemos que el nimero de ecuaciones del sislema no coincide con el
numero de incognitas.

Sea dado un sistema de s ecuaciones lineales con n inedgnitas.
Convengamos en emplear las siguientes notaciones: las incognitas las
designaremos con la letra 2 con subindices 1, 2, ... n: &y, &2, ..., Iy}
supondremos que las ecuaciones estin numeradas asi: la primera,
la segunda, . .., la s-ésima; el coeficiente de la incégnita x; en la
i-ésima ecnacion, se senalard mediante a;;**; finalmente, el término
independiente de la i-ésima ecuacion se designara con b;.

# Fsta denominacion se debe a que, en la geometria analitica, una ecua-
cién de primer grado con dos incognitas determina una recta en el plano.

** Por eonsigniente, se emplearin dos subindices, el primero de los cuales
indicari el niimero do la ceuacion, v el segundo, el ndmero de la incégnita. Para
abreviar, estos indices no se separarin con una coma; claro que, en el caso de
ay1, no se debe leer «a onces, sinn «a uno unor, ¥ en el caso de ay;, no se debe

leer wa treinta ¥ cualros, sino ea Lres cuatros.
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Nuestro sistema se escribird ahora en la forma general siguiente:

Apry | Qs o @t by,
gy — Qandlip = o oo | thoydy == by (1)
Ay Xy - oo - oo |- fan i = Dy

Los coeficientes se pueden colocar formando un cuadro
gflyn - -0 Wy

Gayltan . .. flap (2)

flagflon o .. flgy

denominado matriz de s filas y n columnas; los nluneros a;; se llaman
elementos de la malriz®. Si s = n (o sea, que ¢l nimero de filas es
igual al nimero de columnas), se dice que la malriz es cuadrada y de
orden n. La diagonal de esta malriz que une el dngulo superior
izquierdo con el angulo inferior derecho (o sea, formada por los ele-
mentos ¢y, @z, . . ., @yp), se llama diegonal principal. Una malriz
cuadrada de orden n se llamard matriz unidad de orden n, si todos los
elementos de su diagonal principal son iguales a la unidad, y lodos
los elementos que estin fuera do esta diagonal son iguales a cero.

Se llama selucidn de un sistema de ecnaciones lineales (1) a un
sistema de 7 nameros &y, ks, .. ., &,, en el que cada una de las
ecuaciones del sistema (1) se convierte en una identidad, después
de haber sustituido en ella las incognitas x; por los nimeros corres-
pondientes %y, i =1, 2, ..., n¥*¥

Un sistema de ecuaciones lineales puede no tener solucion alguna,
y entonces se llama incompatible, Tal es, por ejemplo, el sislema

-731—:5-’32' :1v
Ty Dxp =T,

los primeros miembros de estas ecunaciones son iguales, mientras que
los segundos son distintes. Por lo tanto, ningin sistema de valores
de las incégnitas puede satisfacer simultineamente a las dos ecua-
ciones.

Si el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion, se llama com-
patible. Se dice que un sistema compalible es determinade, si posee
una solucion dnica (en el dlgebra elemental solamente se estudian

* De este modo, si la matriz (2) se examina sin relacion con el sistema (1,
¢l primer subindice del elemento a;; indica el nimero de su fila, y el segundo,
el nimero de su columna.

** lay que subrayar, que los nimero %, k2, ..., k,; forman wne solucion
del sistema v no n soluciones.



§ 1. Método de eliminaciin consecutiva de las incégnitas i1

tales sistemas), e indeferminado, si liene mas de una solucion, En este
caso, como veremos mis adelante, hay una infinidad de soluciones

Asi, el sistema
Ly &l 2$2= 7!
Ty t+ap=4

es determinado y x; = 1, 5 = 3 es una solucion. Por el método
de eliminacién de la incognila, se puede comprobar ficilmente que
esta solucién es Unica. Por otra parte, el sistema

dry—ap =1, }

ﬁx1—2x2 =2
es indelerminado, puesto que Liene infinitas soluciones de la forma
o=k, x,=3k—1, (3)

donde el nimero & es arbitrario. Con_las soluciones obtenidas por las
formulas (3} se agotan todas las soluciones de nuestro sistema.

El problema de la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales
consisle en la elaboracién de mélodos que permitan establecer si es
compatible o no un sislema dado de ecuaciones, y en caso de compa-
tibilidad, indicar el nimero de soluciones y senalar un método para
hallar todas ellas.

Comenzaremos por el método mas comodo para hallar prictica-
mente las soluciones de los sistemas con coelicientes numéricos, es
decir, con el método de eliminacidin consecutiva de las incignitas o mé-
todo de Gauss*.

Hagamos primero una ohservacién. A continuacion, tendremos
que hacer las siguienles transformaciones del sistema de ecuaciones
lineales: ambos miembros de una de las ecuaciones del sistema,
multiplicados previamente por un mismo nimero, se van a restar
de los miembros correspondientes de otra de las ecuaciones del siste-
ma. Supongamos, por ejemplo, que ambos miembros de la primera
ecuacion del sistema (1), multiplicados por el niimero ¢, se restan de
los correspondientes miembros de la segunda ecuacion. Oblendremos
un nueve sistema de ecuaciones lineales:

ATy Qs+ oo T == by,

4)

s 1y ﬂ'ég.’»"g 4L Laana, = bz. |
Y o |
APy - gedp oo gpdn = !ifa, |

5Ty 5 at;-‘:?, e T Qe = ba-

* También se llama método de reduceion. (Nota del T.)
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donde

b =aa;—cay; para jo=1, 2, .. n, by=Dby—cb.

Los sistemas de ecuaciones (1) y (4) son equivalentes, es decir, son
simulidneamente incompatibles o son simultdneamentie compatibies
y, en el tltimo caso, poseen las mismas soluciones. lin efeclo, sea
kyy ko, ..., Ky una solucion arbitraria del sistema (1). Es evidente,
que estos nimeros satlisfacen a todas las ecuaciones del sistema (4),
menos a la segunda. Sin embargo, lambién satisfacen a la segunda
ecuacion del sistema (4): es suficiente recordar que esta ecuacion
se expresa mediante la segunda y la primera de las ecuaciones del
sistema (1). Reciprocamente, toda solucién del sistema (4) satisface
también al sistema (1). En efecto, la segunda ecuacién del sistema
(1) se obtiene restando de ambos miembros de la segunda ecuacion
del sistema (4) los miembros correspondientes de la primera ecuacion
de esle sistema, multiplicados por el niimero —e¢.

Iis comprensible que, si en el sislema (1) se efectiian unas cuantas
veces las transformaciones del lipo considerado, el sistema obtenido
de ecuaciones se mantendrd equivalente al sistema inicial (1).

Puede ocurrir que después de efectuar tales transformaciones
aparezca en nuestro sistema una ecuacion, cuyos coeficientes en el
primer miembro sean iguales a cero. Si el término independiente de
esla ecuacion es también igual a cero, la ecuacion se satisface con
cualesquiera valores de las incognitas. Por lo lanto, suprimiendo
esta ecuaciin, legamos a un sistema de ecuaciones que es equivalente
al inicial. Si el término independiente de la ecuacion considerada es
diferente de cero, la ecuacion no puede ser satisfecha por ninguno
de los valores de las incognitas y, por esto, el sistema obtenido de
eciwaciones, al igual yue el sistema inicial equivalente, serd incompa-
tible.

Expongamos ahora el método de Gauss.

Sea dado un sistema arbitrario de ecuaciones lineales (1). Supon-
gamos para precisar que a, 5= 0; claro, puede ocurrir que a,;,; sea
igual a cero y, entonces, tendriamos que comenzar por cualquier
otro coeficiente de la primera ecuacion del sistema, diferente de
cero.

Transformemos ahora el sistema (1), eliminando la incognita x,
de todas las ecuaciones, menos de la primera. Para esto, multipli-

. -

2Ly resié-
11

moslos de los miembros correspondientes de la segunda ecuacion.

Después, multipliquemos ambos miembros de la primera ecuacion por

i - . 5
-2,y restémoslos de los miembros correspondientes de la tercera
1

quemos ambos miembros de la primera ecvacién por

ecuacion, etc., etc.



§ 1. Método de eliminacin consecutiva de las incégnitas 13

De este modo, obtendremos un nuevo sistema de s ecuaciones
lineales con r incognitas:

@y Tyt Gro¥y — AyaT3 oo+ Bialtn = by,
abory + aa¥y A ...+ @andn =Dz,

@39To 4 A3ty . b @in®a = b3, } (5)

R A N S e

No tenemos necesidad de escribir explicilamente las expresiones de
los coeficientes nuevos af; y de los términos independienies nuevos
b, mediante los coeficientes y los términos independientes del siste-
ma inicial (1).

Como ya sabemos, el sistema de ecuaciones (5) es equivalente al
sistema (1), Transformemos ahora el sistema (5). Pero no tocaremos
mis la primera ecuacidn, y las transformaciones solamente las efec-
tuaremos con la parle del sistema (5) formada por todas las ecuacio-
nes, menos la primera. Se sobrentiende que entre ellas no hay ecua-
ciones cuyos coelicientes de los primeros miembros sean iguales
a cero: tales ecuaciones las habriamos suprimido, si sus términos
independientes fuesen iguales a cero, y en caso conlrario, quedaria
ya demostrada la incompatibilidad de nuestro sistema. I'or lo tanto,
hay coeficientes ai; diferentes de cero; supongamos, para precisar,
que a), %= 0. Transformemos ahora el sistema (5), restando de ambos
miembros de la lercera ecuacion y de cada una de las siguientes ecua-
ciones, ambos miembros de la segunda ecuacidn, multiplicados por

far 1 flye T

L T

respectivamente. De este modo, quedari eliminada x. de lodas
las ecuaciones, menos de la primera y de la segunda. Obtendremos
el siguiente sistema de ecuaciones, que es equivalente al sistema (9),
y por consiguienle, también al sistema (1):

QqyZy 1 ByaTs | @uaZg+ oo = Qguity = by, ‘]
aba®y + AagTa « o |- Qanzy = by, |
- , o AL
L R e D l
2 ) — I J
@iaTy |00 — QinTn - Oy

Nuestro sistema contiene ahora ¢ ecuaciones, ¢ < s, puesto que, posi-
blemente, algunas de las ecuaciones hayan sido suprimidas. Es evi-
dente que después de eliminar la incognita xy, puede disminuir el
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nimero de ecuaciones del sistema. A conlinuacion, transformaremos
solamente aguella parte del sistema obtenido gue contiene todas las
ecuaciones, menos las dos primeras,

(Cudndo se terminard este proceso de eliminacién conseculiva
de las incognitas?

Si llegamos a un sistema tal, en el que una de sus ecuaciones
tenga un término independiente diferenle de cero, mientras que
todos los coclicientes del primer miembro sean iguales a cero, enlon-
ces, como ya sabemos, nuestro sistema inicial serd incompatible.

<n caso conlrario, obtendremos el siguienle sistema de ecuaciones,
equivalenle al sistema (1):

Ay + ATy b A ATt T QT | - A= Dy,
@hola - ... D p Tt CaEy - e b BhaE, = DB,

(h—2) ) ; h—2
i1 k1Lt —1 aff  han 4 .- “h‘—i )na‘!n o bgt—l ’

I .
Aqui, a0, a, 70, ..., af__l wey == 0, =1 e 0. Senalemos
también que & < s ¥, evidentemenle, k< n.

En este caso, el sistema (1) es compatible. Es determinado para
k=n, e indeterminado, para k<<n.

Ln efecto, si & — n, el sistema (6) tiene la forma

Aty - Ay + .« Qg = by,

Guaty 4 o oo+ Q2nZn = b2, (7
—,1 n—1
a .:, )::,,l b{ ).

De la altima ecuaciéon obtenemos un valor absolutamente delermi-
nado de la incégnita z,. Sustituyéndolo en la peniiltima ecuacidn,
hallaremos un valor univocamente determinado de la incignita
Zp—4. Continuando de este modo, hallaremos que el sistema (7), y por
tanto el sistema (1), poseen solucidon wnica, es decir, son compa-
tibles y determinados.

Si k << n, tomamos valores numéricos arbitrarios para las incogni-
tas «independientes» xy .y, .. ., &, después de lo cual, avanzando
por el sistema (6) de abajo arriba hallaremos, como anteriormente,
unos valores univocamente determinados para las incognitas y,
Th—tys - . -y T, 4. Como los valores para las incdgnitas independien-
tes se pueden elegir de infinitos modos, el sistema (6) y, por
consiguiente, el sistema (1), serdn compatibles, pero indetermina-
dos. Iis ficil comprobar, que con el método indicado (eligiendo de
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todos los modos posibles los valores para las incognitas independien-
tes), se hallan todas las soluciones del sistema (1).

A primera vista puede parecer que con el método de Gauss el
sistema de ecuaciones lineales se puede reducir a otra forma més:
la que resulta de agregar al sistema (7) unas cuantas ecuaciones que
contengan solamente a la incégnita z,. Sin embargo, lo que ocurre

en realidad es que las transformaciones no se han llevado hasta el

fin: como a5 "? 5% 0, se puede eliminar la incégnita z, de todas las

ecuaciones, comenzando desde la (n -+ 1)-ésima.

Se debe advertir, que la forma «triangular» del sistema de ecua-
ciones (7), o la forma «trapezoidal» del sistema de ecuaciones (6)
(para k << n), se obtuvo debido a la suposicién de que los coeficien-
tes a4y, @g, elc., ete, eran diferentes de cero. En el caso general, el
sistema de ecuaciones a que llegaremos después de realizar hasta el
fin el proceso de eliminacion de las incégnitas, tomard una forma
triangular o trapezoidal sélo después de un cambio debido de la
numeracion de las incognitas.

Haciendo un resumen de todo lo expuesto anteriormente, llegamos
a la conclusion de que el método de Gauss se puede aplicar a cualguier
sistema de ecuaciones lineales. Ademds, el sistema serd incompati-
ble, si en el proceso de las transformaciones obienemos una ecuacién en
la que los coeficientes de las incdgnitas son iguales a cero, mientras
que el término independiente es diferente de cero; si ne nos encontra-
mos con lal ecuacion, el sistema serd compatible, Un sistema compa-
tible de ecuaciones es delerminado, si se reduce a la forma triangu-
lar (7), e indeterminado, si se reduce a la forma trapezoidal (6) sicndo
k< n.

Apliquemos lo expuesto al caso de un sistema de ecnaciones linea-
les homogéneas, es decir, de ecuaciones, cuyos érininos independien-
tes son iguales a cero, Tal sislema siempre es compatible, puesto que
posee la solucion nula (U, U, . . ., 0). Supongamos que en el sistema
considerado, el nimero de ecuaciones es menor que el nimero de
incognitas. Lnlonces, este sistema no podra reducirse a la forma
triangular, puesto que en el proceso de transiormaciones por el méto-
do de Gauss, el niimero de ecuaciones del sistema solo puede dismi-
nuir pero no aumentar; por consiguiente, éste se reducird a la forma
trapezoidal, es decir, serd indeterminado.

En otras palabras: si en un sislema de ecuaciones lineales homo-
géneas, el miimero de ccuaciones es menor que el niimero de incognitas,
este sislema, adenids de la solucion nula, poscerd también soluciones
nge nulas, es decir, soluciones, en las gue los valores de cierlas incog-
nitas (o incluso de todas) serin diferentes de cero; habrd unae infinidad
de soluciones de éstas.

Para la resolucion prictica de un sistema de ecuaciones lineales
por ¢l método de Gauss, se debe escribir la matriz de los cocficientes
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del sistema v agregarle una columna formada por los términos inde-
pendientes, separada para mayor comodidad por una raya vertical,
Todas las transformaciones se deben efectuar con las filas de esta
matriz «ampliada».

Ejemplos. 1. Resolver el sistema

PR T T )
F—ag | drg— 2,
3ay—Org—rg— 20. I

Efecluemos las transiormaciones en la matriz ampliada del sistema:

1 2 a9 1 2 5 —9 1 2 5|9
(1 —1 a 2) R (U -3 -2 ll) = (U -3 =2 11)
3 -6 —1 25 0 =12 —16| 52 0 u -8 8

Por consiguiente, llegamos al siguicnte sistema de ecuaciones:

a2y} by —9,
—dzy— 22y 11,
— By 2 B,

que posee la solucion unica:
ry—2y Zo=—0, r3y-—1L

Por consiguiente, el sistema inicial es determinado.
2. Resolver el sistema

Ey—dry—Brg 0y 3,
iy g —3zy—Dry 1,
wy—Trg - 2rg=—= -0

Ty 200y —Yry = 2

Transformemos la malriz ampliada del sistema:

t —-5-8 1] 3 1 —5 8 11 3
3 1-3-5 1) _,[0 16 21 -8l -8} __
1 0-7 2|[-5 0 5 1 t|-8
0 11 20 -9 2 0 11 20 -9l 2
1 —5 —8 1| 3 1 -5 -8 1] 3
oo -8 o —29wo) _, [0 -89 0 20160
0 3 1 1]|-8 0 5 1t 1|-8
0 -89 0 —29]162 0o o o ol 2

Hemos llegado a un sistema que contiene la ecuacion 0—=2.
Por consiguiente, el sistema inicial es incompatible.
3. Resolver el sistema
dry -t xo—drg—ar, -0,
2ey+3rp 25—z, 0,
Ty —2rg—2ry | dz,==0,
Este es un sistema de ecuaciones homogéneas, donde el nimero de ccuacio-

nes es menor que el nimero de jncégnita‘s: por lo tanto, tiene que ser indetermi-
nado. Como todos los términos independientes son iguales a cero, vamos a trans-
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formar solamente la matriz de los coeficientes del sistema:

4 1 -3 —1 0 9 5 —13 0 2 0 -2
(2 3 1 -5) — (o 7 5 _11) =5 (0 7 5 —11).
1 -2 -2 3 1 -2 =2 3 1 -2 =2 3

Hemos oblenido el sistema de ecuaciones:

2r, —~ 2r,=0,
Trg--Srg— 11z, =0,
Ty —3dry—2ig4- 3z,=0, J

Cualquiera de las incignitas za y z,, se puede tomar como incdgnita independien-
te. Sea z, = w; entonces, de la primera ecuacion se deduce que x, = @; de la

. i p i
segunda ecuacién obtenemos, zy = +ai ¥y, por fin, de la tercera ecuacidn, z; =

3 . % i
= O Por lo tanto, la forma general de las soluciones del sistema de ecuacio-

nes Jdado es:

3 4
o & =, o

§ 2. Determinantes de segundo y tercer orden
a

El método de resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales,
expuesto en el pirrafo anterior, es muy sencillo y requiere la reali-
zacion de cdlenlos de un mismo tipo, que facilmente se efectiian en las
miquinas calculadoras. Sin embargo, su defecto esencial consiste
en que no da la posibilidad de formular las condiciones de compati-
bilidad o de determinabilidad de un sistema mediante sus coeficien-
tes y términos independientes. Por otra parle, incluso en el caso
de un sistema delerminado, con este mélodo no se pueden hallar
formulas para expresar la solucion del sistema medianle sus coefi-
cienles y términos independientes. Sin embargo, estos sistemas en-
cuentran aplicacidn en diversas cuestiones lebricas y, en particular,
en las invesligaciones geométri De aqui la necesidad de desarro-
Har la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales con otros métodos
mis profundos. El caso general va a ser estudiado en el capitulo
siguiente, mientras que ¢l contenido del presente capitulo esti dedi-
cado al estudio de los sistemas determinados que lienen igual nimero
de ecuaciones y de incégnitas. Comenzaremos por los sistemas con
dos y lres incégnilas, ya estudiados en el dlgebra elemental.

Sea dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas

A&y + aypry = by,
oyly 4 UgpTy = by,

(1)
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cuyos coeflicientes forman una matriz cuadrada de segundo orden

i & @)

@2y ftzg

Aplicando al sistema (1), el método de igualacién de los coeficientes
obtenemos:
(y4t0n — gaftag) &y = Dyttyn — @yaba,

(241flon — @y2@p) Tz = ayyby — byttay.
Supongamos que @y @y — dyalay = 0. Enlonces,

- len’ru—rI_!zbi P ayylg— byasy (3)

Iy = = .
P gy —aggan” BT ayggy —agnin

Sustituyendo en las ecuaciones (1) los valores oblenidos de las incog-
nitas, s facil comprobar que (3) es solucién del sistema (1); el proble-
ma de la unicidad de esta solucidon se estudiard en el §7.

El comiin denominador de los valores de las incognitas (3) esti
expresado sencillamente por los elementos de la matriz (2), o sea,
es precisamente igual al producto de los elementos de la diagonal
principal menos el produclo de los elementos de la segunda diagonal.
Este ntmero se llama determinante de la matriz (2). Se suele decir
que es un determinante de segundo orden, puesto que la matriz (2)
es de segundo orden. Para designar el delerminanle de la matriz (2),
se emplea la siguiente notacion: se escribe la matriz (2}, pero en lugar
de los parénlesis se ponen unas barras verlicales; de este modo

gy Oz
sy Heg = fiyyftay — @1allay. (4)
Ejemplos.
37
1) ‘1 4 =3.4—T.1=05;
2 L =2 | i 2)-3=11
) 3 5 =1.5—(—2)-0=

Es menester subrayar otra vez mas que, mientras la matriz repre-
senta una tabla de nimeros, el determinante es un nimero comple-
tamente determinado por la maltriz cuadrada. Sefialemos;que los
productos @ @y ¥ @y2az, se llaman términos del determinante de
segundo orden.

Los numeradores de las expresiones (3) tienen la misma forma
que el denominador, o sea, también son determinantes de segundo
orden: el numerador de la expresién para z; es el determinante de
una matriz, que se obtiene de la matriz (2) sustituyendolsu primera
columna por la columna de los términos independientes del sistema
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(1); el numerador de la expresién para z;, es el determinante de una
matriz, que se obtiene de la matriz (2) por la misma sustitucién de su
segunda columna. Las férmulas (3) se pueden escribir ahora en la

forma siguiente:
by agp ay by
by a gy b
I =2 al pp= o2t V2l (5)

ayg ag |’ ayy agn
gy g3 31 @3

Esta regla de resolucion de un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incégnitas (denominada regla de Cramer) se expresa del modo
siguiente:

Si el determinante (4) de los coeficientes del sistema de ecuaciones
(1) es diferente de cero, la solucién del sistema (1) se obtiene tomando
por valores de las incignitas las fracciones, cuyo cormin denominador
es el determinante (4) y cuyo numerador, para la incégnitazx, (i =1, 2),
es el determinante que se obliene sustituyendo en el delerminante (4)
la columna i-ésima (o sea, la columna de los coeficientes de la incdgnita
buscada) por la columna de los términos independientes del siste-
ma (1)*.

Ejemplo. Resolver el sistema

2ry fap=T
Ty— 3= —2.

El determinante de los coeficientes es

=—=T

2 1
‘f"J 1 -3

es decir, éste es diferente de cero, por lo cual, se puede aplicar Ya regla de Cra-
mer al sistema. . . .
Los numeradores para las incégnitas son los determinantes:

701 i 2 7
h=| _o g|==18 dp=|] _,|=—1L
Por 1o tanto, la solucidn de nuestro sistema es:
ppac i AN, e AL
LR RE - U TR 2

La introduccién de los determinantes de segundo orden no aporta
simplificaciones esenciales en la resolucion de un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas. Sin embargo, los métodos
andlogos para el caso de sistermas de ires ecuaciones lineales con tres

* En este enunciado, para abreviar, se habla a@e Ia sustitucion de las
columnas «en el determinantes. A continuacién, =e va a hablar de un modo seme-
jante, si resulta conveniente, de las filis y columnas del determinante, de sus
elementos, diagonales, ete.

2%
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inc6gnitas resultan ya practicamente Wtiles. Sea dado un sistema
ATy ATy + agazs = by,
U4y + Aoy - a3 = bay (6)
Q32+ AzpTn + Q3373 = Dy
con la matriz de los coeficientes
gy gy 43
By flog foz |, (7

I3y M3z (a3

Facilmente se comprueba que, si multiplicamos ambos miembros
de la primera de las ecuaciones (6) por @z»235 — @23l3s2, ambos miem-
bros de la segunda ecuaciéon por @ slgs — @y233, ambos miembros

bt

Fig 1.

+

de la tercera ecuacién por @yadzs — @3lsz, ¥ después sumamos estas
tres ecuaciones, los coeficientes de z, y z; resultarin iguales a cero,
es decir, que estas incGgnitas se eliminardn simultineamente. De este
modo, obtenemos la igualdad

(244832055 + @1alaglay + Ayaltaylyy — Eiylanltyy — Qyalaylyy — Qygitasty) Ty =
= byagyttzy + G1aa3bs -+ @1abalan — A (305003 — aabytsy — Dyasgazs.  (8)
El coeficiente de x, en esta igualdad se llama determinante de
tercer orden, correspondiente a la matriz (7). Para escribirlo, se

emplean los mismos simbolos que en el caso de los determinantes de
segundo orden; por lo tanto,

agy fgp 43
Qpy Qgp fpz | = Qy3lanlys |- A1alastay —+ Qiaftnsfizz —
gy gz (a3 — Q433 — Qqalaydag — Qqyazys 9

A pesar de que la expresién del determinante de tercer orden es
bastante complicada, la ley de su formacién con los elementos de la
matriz (7) es muy sencilla. En efecto, uno de los tres términos del
determinante que figuran en la expresién (9) con el signo mas es el
producto de los elementos de la diagonal principal; cada uno de los
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otros dos, es el producto de los elementos situados en la paralela
a esta diagonal, por el elemento situado en el dngulo opuesto de la
matriz. Los términos que figuran en (9) con signo menos, se forman
del mismo modo, pero con respecto a la segunda diagonal. De este
modo, obtenemos un método de calculo de los determinantes de ter-
cer orden, que conduce (lteniendo cierta prictica) a un ripido resul-
tado. En la fig. 1, en el esquema de la izquierda, se sefiala la regla
para el cilculo de los términos positivos del determinante de tercer
orden, y en el de la derecha, la regla para el cilculo de sus términos
negativos.

Ejemplos.
212
1) | —431|=2.3.54+1-1-242.(—4).3—
235 —2.3-2—1-(—4)-5—-2-1.3=
=30+42—24—12+20—6=10.
1 0 —5
2)| —2 3 2|=1.3040244(=5-(—2)-(—2) —
29 —2 0 —(—931-0(—2).0—-1.2.(—2) =

= —20+1544=—1.

El segundo miembro de la igualdad (8) es también un determinan-
te de tercer orden: es precisamente el determinante de la matriz
que se obliene de la matriz (7), susliluyendo su primera columna por
la columna de los términos independientes del sistema (G). Si desig-
namos con la letra d el delerminante (9) y con el simbolo d; (j =
=1, 2, 3), el delerminanie que se obliene de este wiltimo, al susli-
tuir su j-ésima columna por la columna de los términos independien-
tes del sistema (6), la igualdad (8) toma la forma day = d,, de don-
de, para d == 0, se deduce que

Xy = g (10)

Del mismo modo, multiplicando las ecuaciones (6) por los nime"
T0S  lypgy@yy — Goylyy, Qulzz — @430y, Gyl — dyy@2y, Tespecliva™
mente, obtenemos para rp la siguiente expresién (siendo == 0)F

s

P (11)

Finalmente, multiplicando eslas ceuaciones por a,ag. — asay,,
Qyallyy — Oqylgg, dy@95 — Oq282y, respeclivamente, llegamos a la
siguiente expresion para

d
Ty==—3 |

(12)
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Sustituyendo las expresiones (10), (11) y (12) en la ecuacidén (6)
(se sobrentiende que los determinantes d y todos los d; estian escritos
en forma desarrollada), después de unos calculos bastante complica-
dos, pero asequibles, vemos que se satisfacen todas eslas ecuaciones,
es decir, que los nimeros (10) (11) y (12) son la solucién del sistema.
Por lo tanto, si el determinante de los coeficientes de un sistema de
tres ecuaciones lineales con tres incignitas es diferente de cero, su
solucién se puede hallar por la regla de Cramer, formulada igualmente
que en el caso de un sistema de dos ecuaciones. Enel §7, el lector halla-
ri, para un caso mds general, otra demostracion de esta afirmacion
{que no se basa en los cdleulos omilidos), y también la demostracion
de la unicidad de la solucién (10) (11) y (12) del sistema (6).

Ejemplo. Resolver el sistema

2ry—zp =0,
3zry |- 229—Sxg3=1,
4 | drg—2r3=4.

El determinante de los coeficientes del sistema es diferente de cero:

2 -1 1
d=|3 2 -5 |=28,
1 3 -2

por eso, se le puede aplicar la regla de Cramer. Los numeradores para las
incognitas son los determinantes

0-—-1 1 20 1
dy=|1 2 =5|=13, dy=|3 1 =5 |=47,
i % 2 14 -2
2-10
dz=3 21 |=21,
1 34
o sea, que la solucién del sistema es el sistema de nimeros
13 47 21 3
I:=2—8‘ Iﬁz‘z‘g. 13=2—8=T.

§ 3. Permutaciones y sustituciones

Para definir y estudiar los determinantes de orden n, necesitamos
unos cuantos conceptos y datos referentes a los conjuntos finitos.
Sea dado un conjunto finito M, compuesto de n elementos. Estos se
pueden numerar, empleando para ello los primeros n niimeros natura-
les 1, 2, ..., n. Como en las cuestiones que nos interesan, las pro-
piedades individuales de los elementos del conjunte M no van



§ 3. Permutaciones y sustituciones 23

a jugar ningin papel, supondremos simplemente que los mismos nime-
ros 1, 2, .. ., n, representan a los elementos del conjunto M.

Ademas de la ordenacion normal de los niimeros 1, 2, .. ., n,
éstos pueden ser ordenados de muches modos. Asi, los nimeros,
1, 2, 3, 4 se pueden ordenar también de los modos siguientes: 3,1,
2, 4, 0 bien, 2, 4,1, 3, ete. Toda disposicién de los niimeros1, 2, ... ,n
en un orden determinado, se llama permutacién de n nimeros
(o de n simbolos).

El niimero de permutaciones diversas de n simbolos es igual al
producto 1-2 . .. n, designado por n! (se lee: «factorial de n»).
En efecto, la forma general de una permutacién de r simbolos es
iy, igy . .., iy, donde cada uno de los simbolos i; representa uno de
los nimeros 1, 2, ..., n;ademas, ninguno de estos nliimeros se repite.
En calidad de iy se puede tomar cualquiera de los niimeros 1, 2, . . ., n;
esto ofrece n diferentes posibilidades. Sin embargo, si se ha elegido
ya iy, en calidad de i, se puede tomar solamente uno de los n—1
nlimeros restantes, es decis, que el niimero de modos de eleccién de los
simbolos iy y i, es igual al producto n (n — 1), ete.

Por lo tanto, el nimero de permutaciones de n simbolos, para
n = 2, es igual a 2] = 2 (las permulaciones 12 y 21; en los ejemplos
donde n < 9, no separaremos con comas los simbolos que se per-
mutan); para n = 3, esle numero es igual a 3! = 6, para n = 4,
es igual a 4! = 24. A conlinuacién, con el aumento de n, el nimero
de permutaciones crece extraordinariamente; asi, para n = 5, es
igual a 8! = 120, y para n = 10, es ya igual a 3 628 800.

5i en una permutacion cambiamos de lugar dos simbolos cualesquie-
ra (no necesariamente situados uno al lado del otro), permaneciendo
todos los demds en sus sitios, obtenemos, evidenlemente, una nueva
permutacion. lista transformacion de la permutacion se denomina
trasposicion,

Todas las nl permutaciones de n simbolos se pueden colocar en un
orden tal, que cada permuiacion siguiente se oblenga de la anterior
mediante una trasposicion, pudiendo ademds comenzar por eualquiera
de ellas.

Esta afirmacion es justa para n = 2: si se pide empezar por la
permulacion 12, la disposicion buscada es 12, 21; si se pide empezar
por la permutacion 21, la disposicién es 21, 12, Supongamos, que
nuestra afirmacion ya esta demostrada para n — 1, y que queremos
demostrarla para n. Supongamos, ademds, que tenemos que comen-
zar con la permulacion

Iy; doyean b (n
Consideremos todas las permutaciones de » simbolos en las que i; ocu-

pa el primer lugar. En total, resultan (r — 1)! permulaciones.
Segin la tesis del teorema, éstas pueden ser ordenadas del modo indi-
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cado y, ademds, comenzando por la permutacion (1), puesto que, en
realidad, esto se reduce a la ordemacion de todas las permutaciones
de n — 1 simbolos y, por la suposicion inductiva, se puede comenzar
por cualquier permutaciéon y, en particular, por la permulacion
fn, .. ., ip. En la Gltima de las permutaciones de 7 simbolos obleni-
das de este modo, efecluamos una trasposicion del simbolo i; con
cualquier otro simbolo, por ejemplo, con i,, ¥ comenzando con la
permutacion nueva oblenida, ordenamos del modo necesario todas
las permutaciones en las que i, ocupa el primer lugar, ete. Iis evidente,
que de este modo se pueden obtener todas las permulaciones de r
simbolos.

De este teorema se deduce que de cualquier permutacion de n sim-
bolos se puede pasar a cualquier otra permutacién de los mismos sim-
bolos, mediante unas cuantus trasposicivnes.

Se dice que, en una permutacion dada, fos nimeros { y j forman
una inversion, si ¢ = j, pero en esfta permutacion, { estd antes que j.
Una permulacién se llama par, si sus simbolos forman un nimero
par de inversiones, e impar, en el caso contrario. Asi, la permutacién
1, 2, ..., nes par para cualquier n, pucslo que en ella el nimero
de inversiones es igual a cero. La permutacién 451362 (n = 0) con-
tiene 8 inversiones y, por consiguienle, es par; la permulacién
38524671 (n = 8) contiene 15 inversiones y, por consiguiente, es
impar.

Toda trasposicion cambia la paridad de la permutacién.

Para demostrar eslte importanle teorema, consideremos primero
el caso en que los simbolos i y j que se Lrasponen eslén uno al lado
del oiro, es decir, que la permutacion tiene la forma..., i, f, .. .,
donde los puntos sustituyen a los simbolos que no se alteran con la
trasposicion. La trasposicion convierle a nueslra permulacion en la
permulacion..., j, [, .. .; se comprende, ademas, que en ambas per-
mutaciones, cada uno de los simbolos i, j, forma unas mismas inver-
siones con los simbolos que =e mantienen en el sitio. Si anles los
simbolos i y j no formaban inversion, en la nueva permutacién apare-
ce una nueva inversion, o sea, el numere de inversiones aumenla en
una unidad; si antes los simbolos i ¥ j formaban inversion, ésta ahora
desaparece, o sea, el nimero de inversiones disminuye en una unidad.
En ambos casos, cambia la paridad de la permutacion.

Supongamos ahora, que entre los simbolos { y j que se trasponen
hay intercalados s simbolos, s = 0, es decir, que la permulacion
tiene la forma

sens Fe RisiRmeapas kg J5 vy (2)

Se puede obtener la trasposicion de los simbolos i y j como resultado
de la ejecucion consecutiva de 2s - 1 trasposiciones de elementos
vecinos. Estas son, precisamente, las trasposiciones que permutan
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los simbolos i y %y, a continuacién, i (que ya ocupa el lugar del sim-
bolo k) ¥ ks, etc, hasta que i llegue a ocupar el lugar del simbolo k,.
Después de estas s trasposiciones viene la trasposicién que permuta
los simbolos i ¥ j, y luego, s trasposiciones del simbolo j con todos
los #, a consecuencia de lo cual j ocupa el lugar del simbolo i, mientras
que los simbolos % wvuelven a sus lugares antiguos. Por lo tanto, la
paridad de la permutacién fue cambiada un nimero impar de veces,
¥ por esto, la permutacién (2} y

i f‘t kl' k'.’.r LR }1'351 S (3)

tienen diferente paridad.
Para n > 2, el nimero de permutacienes pares de n simbolos es

i , . " ; 4 1
igual al niimero de permutaciones impares, es decir, es igual a 5 nl

En efecto, basindonos en lo demostrado anteriormente, ordenemos
todas las permutaciones de n simbolos de tal modo, que cada una de
ellas se obtenga de la anterior mediante una trasposicion. Las per-
mutaciones vecinas tendrin enlonces paridad contraria, es decir, las
permulaciones estaran colocadas de tal manera, que las permutacio-
nes pares e impares se alternardn. Nuestra afirmacion se deduce ahora
de la observacidn evidenle que para r == 2, el mimero n! es par.

Introduzcamos ahora un nueve conceplo, el de sustitueién de
grado n. Escribamos, una debajo de otra, dos permutaciones de n
simbolos, colocando enlre paréntesis las dos filas obtenidas; por

cjemplo, para n = O:
35142 .
5234 1) ' (4)

Iin este ejemplo*, bajo el niimero 3 figura el niimero 5, bajo el nime-
ro 9, el nimero 2, ete. Diremos que el nimero 3 se sustituye por el 5
(o también, que la sustitucion transporta el 3 sobre el 5); el nitmero 5,
por el 2; el nimere 1, por el 3; niimero 4, por el 4 (0 que se queda
en el sitio); y, por [in, el ndmero 2, por el 1. Por lo tanto, dos permu-
taciones, escritas una bajo la otra en la forma (4), delerminan una
aplicacion biyectiva** del conjunio de los primeros cinco nimeros

* Por su aspecto, se parece a una malriz de des filas v 5 columnas, pero

tiene un signilicado totalmente distinto.
A continuacidn se empleard [recuentemente la siguiente terminologia,

admitida en la teoria de conjuntos.

Sean dados dos conjuntos M y N (finitos o infinitos) de elementos de cual-
quier naturaleza.

31 de un modo determinado, a cada elemento = de M (con la notacién
z € M se denota que el elemento z pertenece a M) se pone en correspondencia
un elemento y de & {y € N), ¥ s6lo uno, se dice que sc ha definide una apli-
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naturales sobre si mismo, es decir, una aplicaciéon que, a cada uno
de los niimeros naturales 1, 2, 3, 4, 5, pone en correspondencia uno
de eslos mismos nimeros naturales, y que, a diversos nimeros pona
en correspondencia nimeros diferentes. Como en tolal hay cinco
nimeros de éstos, o sea, es un conjunto finito, a cada une de estos
nameros correspondera uno de los nameros 1, 2, 3, 4, 5, es decir,
precisamente ¢l nimero por el que «se sustituyens.

Esta elaro, que la aplicacién biyectiva del conjunto de los cinco
primeros numeros nalurales que hemos obtenido mediante (4), se
podria haber oblenido también escribiendo, una bajo la otra, otros
pares de permulaciones de los cinco simbolos. Estas expresiones se
obtienen de (4) mediante unas cuantas Lrasposiciones de las columnas;
tales son, por ejemplo,

('2-'1:._34' 15243 25143 s
.1:;254)' 32145/ (12345} )
En todas estas expresiones, 3 se sustiluye por 5, 5 por 2, elc.

De modo anilogo, dos permutaciones de n simbolos, escritas una
bajo la otra, determinan una aplicacion biyectiva del conjunto de los
primeros 7 niimeros naturales sobre si mismo. Toda aplicacién biyecti-
va A del conjunto de los primeros # nimeros naturales sobre si mismo,

se llama sustitucién de grado n. Es evidente, que toda sustitucién A
se puede expresar mediante dos permutaciones, escritas una bajo la

olra
PR
A:(’ ok (©)

Cigy Chigy - -« iy

aqui, mediante &; se denota el nimero que en la sustitucién A susti-
tuye al nimero i, i =1, 2, ..., n.

La sustitucién A posee una multitud de expresiones de la forma
(6). Asi, pues, (4) y (D) son diversas expresiones de una misma susti-
tucion de 5° grado.

Se puede pasar de una expresion de la suslitucion 4 a otra, reali-
zando unas cuantas trasposiciones de las columnas. También se puede
obtener una expresion de la forma (6), en la que figure, en la fila
superior (o inferior), una permutacién preflijada de n simbolos. En

cacién (o una representacion) de M en . El elemento y se llama en este caso
imagen o representacién de z. .

Si todo elemento de & es imagen de al menos un elemento de M, se dice que
se tiene una aplicacién de M sobre N (pudiendo ser pluriunivoca, cuando varios
elementos de A tienen una misma imagen). En este caso, la aplicacién se llama
exhaustiva (o sobreyectiva). Si distintos elementos de M tienen distintas ima-

enes, la aplicacion es inyectiva, Una aplicacién exhaustiva e inyectiva se llama

iyectiva (también suele decirse que entre M v NV se ha establecido una corres-
pondencia biunivoca). En este caso, cada elemento y € ¥ es imagen de un
s6lo elemento z ¢ M. (Nota del T.).
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particular, toda sustitucion A de grado n se puede expresar en la

forma
i S~ R
A= [ ’ (N

R ]

o sea, con la ordenacién natural de los nimeros en la fila superior.
Escribiéndolas de este modo, las diversas sustituciones se diferen-
ciaran unas de otras por las permutaciones que figuran en las filas
inferiores, con lo que llegamos a la conclusién de que el ndmero
de sustituciones de grado n es igual al nimere de permutaciones de n
simbolos, es decir, es igual a n!.

Un ejemplo de suslilucidén de grado n es la sustitucién unidad

{0 idéntica)
B 02 s u)
“Wa2.n)

en la que todos los simbolos permanecen en su sitio.

Sefnalemos que, en la expresion (6) de la sustitucion A, las filas
superior e inferior desempeiian papeles diferentes y que, por lo gene-
ral, cambidndolas de sitio, obtenemos una sustilucion diferente. Asi
pues, las sustituciones de 4° grado

2ol & 4312

(4312)’ (2143)
son distintas: en la primera, el nimero 2 se sustituye por el 4, mientras
que en la segunda, por el 3.

Tomemos una expresion arbitraria (6) de una sustitucion A de gra-
do n. Las permutaciones que forman las filas superior e inferior de
esla expresion pueden ser de igual paridad o de paridad conlraria.
Como ya sabemos, el paso a cualquier olra expresion de la sustitneion
A se puede realizar mediante la ejecucidén conseculiva de unas
cuantas lrasposiciones en la fila superior y las trasposiciones corres-
pondientes en la fila inferior. Por otra parte, al efectuar una traspo-
sicion en la fila superior de la expresion (6) y una trasposicién de los
elementos correspondientes en la fila inferior, las paridades de ambas
permutaciones cambian simultineamenle, manleniéndose asi la
coincidencia o la contrariedad de eslas paridades. De aqui se deduce
que, en todas las expresiones de la sustitucion, las paridades de las filas
superior e inferior coinciden, o bien, en todas estas expresiones, las
paridades son contrarias. Iin el primer caso, se dice que la sustitucion 4
es par, en el segundo, que es impar. En particular, la suslitucion
unidad es par.

Si la sustitucion 4 esta escrita en la forma (7), es decir, que en la
fila superior figura la permutacién par 1, 2, . . ., r, entonces, la paridad
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de la sustitucion A se determinard por la paridad de la permutacién
%y, Gay - . ., Oy que figura en la fila inferior. De esto se deduce que
el nimero de las permutaciones pares de grado n es iguel al nimero
de las impares, es decir, es igual a % nl,

A la deflinicion de la paridad de las sustituciones se le puede dar
otra forma un poco diferente. Si en la expresién (G), las paridades
de ambas filas coinciden, el niimero de inversiones, o es par en ambas
filas, o es impar en las dos, es decir, el nimero tolal de inversiones
en las dos filas de la expresién (6) es par; si las paridades de las filas
de la expresion (6) son contrarias, el nimero total de inversiones en
estas dos filas es impar. Por lo tanto, la susiitucion A serd par, si
el nimero lolal de inversiones en las dos filus de cualguiera de sus
expresiones es par, e impar, en el caso conlrario.

Ejemplo. Sea dada la sustitucion de quinto grado
31452
(2 h43 i)
En la fila superior hay 4 inversiones y en la inferior 7. El ndmero total
de inversiones en las dos filas es igual a 11 y, por consiguiente, la sustitucidn

es impar. o
Escribamos esta sustitucion en la forma

12345

(5 124 3) '
Ll niimero de inversiones en la fila superior es 0 y en Ia inferior es 5, s decir,
el niimero total de inversiones es de nuevo impar. Vemos, pues. que en diversas
expresiones de la sustitucion se conserva la paridad, pero no el mismo nimero
total de inversiones.

Queremos seitalar ahora otras formas de definicién de la paridad
de las sustituciones gue son equivalenles a las expuestas anterior-
mente*, Para este fin, defliniremos el producio de sustituciones (que
es también de particular interés). Como ya sabemos, la suslitucion
de grado n es una aplicacién biyectiva del conjunto de los niimeros
1, 2, ..., n, sobre si mismo. El resultado de la realizacién conse-
cutiva de dos aplicaciones biyectivas del conjunto 1, 2, ..., r
sobre si mismo es, evidenlemenle, una nueva aplicaciéon biyectiva
de esle conjunto sobre si mismo, es decir, la realizacion consecutiva
de dos susliluciones de grado n da lugar a otra sustilucién tercera
de grado n, absolutamenle determinada. Esta Gllima se llama pro-
ducto de la primera de las sustituciones dadas por la segunda. Asi,
sean dadas las sustituciones de cuarlo grado

-'1234) L (1234
3(3142 ' j=(1342)'

* Estas se necesitarin solamente en el capitulo 14 y por esto, en la pri-
mera lectura, este material se puede omitir.
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cntonces
123 4)

A= (4 123
En efecto, en la sustitucidon A el simbolo 1 se sustituye por el 3,
pero en la sustitucién B el simbolo 3 se sustituye por el 4, por lo
tanto, en la sustitucion AB el simbolo 1 se sustituye por el 4, etc.
Solamente se pueden mulliplicar las sustiluciones de un mismo
grado. Para n > 3, el producto de las sustituciones de grado n no es
conmutativo. En efeclo, para las sustituciones A y B consideradas
anteriormente, el producto B4 tiene la forma

oA (1234
‘=(3421)

0 sea, la sustitucion B4 es diferente de la sustitucién AB. Para todas
las n (rn 2> 3) se pueden mostrar ejemplos de este tipo, a pesar de que
para algunos pares de sustiluciones se pueda cumplir eventualmente
la ley conmutativa,

El producto de las sustiluciones es asociativo, es decir, que se pue-
de hablar del producto de un ndmero finito cualquiera de sustitucio-
nes de grado », tomados (en vista de que no se cumple la ley con-
mulativa) en un orden determinado. En efecto, sean dadas las susti-
tuciones A4, B y €. Supongamos que en la sustitucion 4 el simbolo
iy, 1 < iy < n se sustituye por el simbolo iy; en la sustitucién B,
el simbolo i, se sustiluye por el simbole i, y en la sustitucidn €, este
ultimo se sustituye por el simbolo #;. Entonces, en la sustitucién A58,
el simbolo iy se sustituird por el i3, en la sustitucion BC, el simbolo
iz se sustituird por el i,. Por consiguiente, en la sustitucion (4 8)C,
asi como en la suslitucion 4 (BC), el simbolo i, se suslituird por el
simbolo i,.

IBs evidente, que el producto de cualquier sustitucion A por la
sustitucion unidad E, y también ¢l producto de E por A, son iguales
a A:

AE=EA = A.

Iinalmente, denominaremos inverse de la sustitucién A a una
sustitucion del mismo grado A1, que cumpla las condiciones

AAT =414 = E.

Ficilmente se observa que la inversa de la sustitucién

(1 2 n)
A=
oy oy 22
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es la sustitucion

oty Oy L. T
-1
e (1 2 ...n ,)‘

que se obtienc de la suslilucidon 4, permulando la lila superior con
la inferior.

Veamos ahora unas suslituciones de una forma especial, que se
obtienen de la sustitucion unidad E mediante una trasposicion
efectuada en su fila inferior. Tales sustituciones son impares, se
llaman trasposiciones y tienen la forma:

...E‘..._]'.... ‘ [8)

SSS: EPIO; SO,
donde los punlos suspensives sustituyen a los simbolos que perma-
necen en su sitio. Convengamos en designar esta trasposicion con
la notacion (i, j). La aplicacién de la trasposicién de los simbolos
i, j a la fila inferior de la expresion (7) de una sustitucidn arbitraria
A, es equivalente a multiplicar la sustitucién 4 a la derecha por la
sustitucion {(8), es decir, por (i, j). Ya sabemos que todas las permu-
taciones de » simbolos se pueden obtener de una de ellas, por ejem-
plo, de la permutacién 1, 2, . . ., n, realizando trasposiciones con-
seculivas; por eso, toda sustitucion se puede obtener de la sustitucion
idéntica mediante la realizacién sucesiva de unas cuantas trasposi-
ciones en la fila inferior, es decir, mediante una multiplicacién
sucesiva por sustituciones de la forma (6). Por consiguiente, se puede
afirmar (omitiendo el factor E), que foda sustitucién se puede repre-
sentar en forma de un producto de trasposiciones.

Toda sustitucién se puede descomponer de muchas maneras di-
versas en un producto de trasposiciones. Por ejemplo, siempre se
pueden agregar dos factores iguales de la forma (i, j) (i, j) que, al
multiplicarlos, dardn las sustitucion E, es decir, que se eliminan
mutuamente. Seiialemos un ejemplo menos trivial:

12345
(25431

El nuevo método de determinacion de la paridad de una susti-
tucion se basa en el teorema siguiente:

En todas las descomposiciones de una sustitucién en produclo de
trasposiciones, la paridad del nimero de estas trasposiciones es la
misma, y coincide con la paridad de la sustitucién misma.

Asi, la sustitucién del ejemplo considerado anleriormente es
impar, como se puede comprobar calculando el niimero de inversiones.

El teorema quedard demostrado si se muestra que el producto
de cualesquicra k trasposiciones es una sustitucién, cuya paridad

) = (12) (15) (34) = (14) (24) (45) (34) (13).



§ 3. Permutaciones y sustituciones R

coincide con la paridad del niimero k. Para k = 1 esto es cierto, puesto
que una trasposicion es una sustilucion impar. Supongamos que ya
esld demosirada nuestra alirmacién para el caso de & — 1 factores.
Entonces, su validez para & faclores se deducird de que los nimeros
k& — 1 y & son de paridad contraria, y el producto de una sustituciéon
(en el caso considerado, del producto de los primeros & — 1 factores)
por una lrasposicion es equivalente a la realizacion de esta traspo-
sicidn en la fila inferior de la sustitucidn, es decir, cambia su paridad,

Un método muy comodo de expresion de las sustituciones, que permite
hallar [deilmente su paridad, es la descomposicidn en ciclos. Toda sustitucidén
de grado n puede dejar en el sitio algunos de los simboloes 1, 2, ..., n, otros, ver-
daderamente los puede transportar,

Una sustitueién se llama sustitycién circular o ciclo si al repetitia un
nimere suficiente de veces, cada uno de los simbolos que verdaderamente se
transpertan puede ser Lransportado sobre cualquiera otro de estos simbolos.
Tal es, por ejemplo, la sustitucion de octave grado

(l 2345678y,
lsﬁaaz?ﬂ‘

ésta verdaderamente transporta los simbolos 2, 3, 6 y 8, a saber, el simbolo
2 sobre el 8, el simbolo & sobre el 3, el simbolo 3 sobre ¢l 6 y el simbolo ¢ de
nuevo sobre el 2.

Todas las trasposiciones pertenecen al conjunte de los ciclos. Por analogia
con la forma abreviada de expresion de las trasposiciones que se habia empleado
anteriormente, para los ciclos se usa la siguiente forma de expresion: los sim-
holos que verdaderamente =on transportados se escriben entre paréntesis uno
tras otro, en el mismo orden en que se sustituyen unos por otros al repetir la
sustitucion; la expresién comienza por cualquiera de los simbolos que verdadera-
mente = transportan y termina con el simbolo que se transporta sobre el pri-
mero. Asi, para el ejemplo indicado anteriormente, esta expresién ticne la forma:

(2 8 3 6).

El niimero de simholos que verdaderamente son transportados en el ciclo se
llama longitud del mismo.

Se dice que dos ciclos de grado n son independientes, si no tienen simbolos
comumnes que verdaderamente sean transportados. Se comprende que, al multi-
plicar ciclos independientes, el orden de los factores no influye en el resultado.

Toda sustitucidn se puede descomponer de modo dnico en un producte de
ciclos independientes dos a dos. La demostracidn de esta afirmacion no represen-
ta dificultad alguna y la omitimos. La descomposicién se realiza del modo
siguiente: comenzamos por cualquiera de los simbolos que verdaderamente se
transportan y escribimos tras ¢l aguellos simbolos sobre los que éste so transporta
al repetir la snstitucidn. Continuamos asi, hasta que volvamos a obtener el sim-
bolo inicial. Después de que «se cierres este ciclo, comenzamos con uno de los
simbolos que quedan y que verdaderamente sg transportan, obleniendo asi el
segunde ciclo, ete.

Ejemplos
12345y N

1 [3 £l dJ--(13)(JA4L
12345678 :

2) [5 e et 3) — (156) (38) (A7)
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Reciprocamente, para cada sustitucién, dada mediante su descomposicion
en ciclos independientes, se puede hallar una expresion en la forma ordinaria
{con la condieion de que se conozea el grado de la sustitucién). Por ejemplo:

123456?)
3175462)°"

si se sabe que el grado de esta sustitucidn es igual a 7.

Sea dada una sustitucidn de grado r, y sea sel nimero de ciclos independien-
tes en su descomposicidn, més el nimero de simbolos que permanecen en su
sitio*. La diferencia n-s se llama decremento do la sustitucién. Es evidente, que
el decremento es igual al nimero de los simbolos que verdaderamente se trans-
portan, menos el nimero de ciclos independientes que forman parte de la descom-
posicién de la sustitucion. Para los ejemplos 1), 2) y 3), considerados anterior-
mente, ¢l decremento es igual a 3, 4, ¥ 4, respectivamente.

La paridad de wna sustitucién coincide con la paridad del decremenio de ella.

Iin efecto, todo ciclo de longitud & se puede representar en forma de un
producto de & —1 trasposiciones del modo siguiente:

(igy foe wewy i) =iy @) (igy i) -« (igp Tn)

Supongamos dada la descomposicion de la sustitucion A en ciclos independientes.
Si se descompone cada uno de los ciclos en el producto de las trasposiciones que
acabamos de indicar, obtendremos la expresion de la sustitucién A en forma de
un producto de trasposiciones. El niimero de estas trasposiciones serd, eviden-
temente, menor que el nimero de los simbolos que verdaderamente son trans-
portados por la sustitucién 4, en un nimero igual al nimero de los ciclos inde-
pendientes en la descomposicion de la sustitucion. De aqui se deduce. que la
sustitucion A se puede descomponer en un producto de trasposiciones, cuyo
nimero es igual a{] decremento. Por consiguiente, la paridad de la sustitucion
se determina por la paridad del decremento.

3) (1872) (45) — (

§ 4. Determinantes de n-ésimo orden

Queremos generalizar ahora para el caso de un n arbitrario, los
resultados obtenidos en el § 2 para n = 2 y 3. Con este fin, es nece-
sario definir los determinantes de n-ésimo orden. Sin embargo, es
imposible hacer esto del mismo modo que se introdujeron los deter-
minantes de segundo y tercer orden, es decir, resolviendo en forma
general un sistema de ecuaciones lineales, pues, a medida que aumen-
tase n, los cdlculos se harian méas y mds complicados, y siendo n
arbitrario, éstos serian pricticamente irrealizables. Procederemos de
otro modo. Examinaremos los determinantes de segundo y lercer orden
ya conocidos. Procuraremos establecer una ley general, de acuerdo
a la cual se expresan estos determinantes mediante los elementos
de las matrices correspondientes y tomaremos esta ley por deliniciéon
para. el determinante de orden n. Después demostraremos que con
esta definicion sigue cumpliéndose la regla de Cramer.

* A todo simbolo que se mantiene en su sitio se podia haber puesto en
enrrespondencia un «ciclos de longitud 1, es dreir, que en el ejemplo 2},
indicado anteriormente, se podria escribir: (156) (38) (47) (2). Sin embargo,
no procederemos de este modo.
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Recordemos las expresiones de los determinantes de segundo
y lercer orden:
ay ag

= (yflgp — Q00
gy G2z , e

Ay Gz Q43 |
Gy fpn oy | = (yylaalyy = Qyallaglyy |- Qg gy —
@3y @ap da T Ayatanliyy — yalag g — @y ltastiga.

Obsérvese que todo término del determinante de segundo orden
es un producto de dos elementos, situados en diversas filas y en diver-
sas columnas. Ademds, todos los productos de este Lipo que se pueden
formar con los elementos de la matriz de segundo orden (en total son
dos), se han utilizado como términos del determinante. De modo
semejante, todo término del determinante de tercer orden representa
un producto de tres elementos, tomados también uno a uno de cada
fila y de cada columna. Todos los productos de estos se ulilizan
también como términos del determinante.

Sea dada ahlora una matriz cuadrada de orden n

thyy Ay + o Qyn

flay fan ... (12,1 (l)

Tny tng « -4 Uy

Consideremos todos los productos posibles de n elementos de esta
matriz, situados en diferentes filas y en dilerentes columnas,
o sea, los productos de la forma
oy Ragg + o Qoay, [2)
donde los subindices ey, oo, ..., @, forman una de las permulaciones
de los nimeros 1, 2, . . ., n. El nimero de estos productos es igual
al nimero de las diversas permutaciones de n simbolos, es decir,
es igual a nl. Vamos a tomar todos estos produclos por términos del
futuro delerminante de n-ésimo orden, correspondiente a la maltriz (1).
Para determinar el signo con que figura el producto (2) en el
determinante, observemos que con los subindices de este producto
se puede formar la suslitucion

‘1 2 ...n 3
(oc, Oa oo, Cyf ' 3
donde i se suslituye por o;, si el elemenlo situado en la i-6sima fila
y en la a;-ésima columna de la matriz (1) forma parte del producto

(2). Examinando las expresiones de los determinantes de segundo
¥ lercer orden, observamos que en ellos figuran con signo mas los

3-252
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términos cuyos subindices forman una sustitucion par, y con signo
menos, Jos términos cuyos subindices forman una sustitucion impar.
Resulta natural conservar también esta ley en la definicion del deter-
minante de n-ésimo orden.

Por lo tanto, llegamos a la signienle definicion: se Nama deter-
minante de n-ésimo orden, correspondiente a la matriz (1), a la suma
algebraica de n! términos, constituida del modo siguiente: son térmi-
nos de ella todos los productos posibles de n elementos de la matriz,
tomados uno de cada fila v de cada columna, tomando el término
con signo mas, si sus subindices forman una svpslituciom par, y con
signo menos, en el caso conlrario.

Para escribir el determinante de r-ésimo orden correspondiente
a la matriz (1) se empleard la notacion que se usé en el caso de los
determinantes de segundo y tercer orden:

fyy (typ ... (g

oy fas ... Hogp | (-’l]

Apy Apo « o« gy

Los determinantes de n-ésimo orden, para n = 2 y n = 3, se
convierten en los determinantes de segundo vy tercer orden considera-
dos anteriormente; para n = 1, es decir, para las matrices consti-
tuidas de un solo elemento, el determinante es igual al elemento mis-
mo. Sin embargo, por ahora, todavia no sabemos si para n > 3 se
pueden utilizar los determinantes de n-ésimo orden para la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales. Esto se mostrard en el § 7; pero
previamente tenemos que estudiar detalladamente los determinantes
de n-ésimo orden y, en particular, tenemos que hallar un método
para su cileulo, puesto que seria muy dificil caleular los determi-
nantes partiendo de su definicién, incluso para n no muy grandes.

Ahora estableceremos las propiedades elementales de los deter-
minantes de n-ésimo orden, relativas fundamentalmente a una de las
dos cuestiones. Por una parte, nos interesarin las condiciones para
que el determinante sea igual a cero; por otra parte, seiialaremos unas
transformaciones de la matriz que no alteran a su determinante o que
proporcionan una alteracién de éste, ficilmente calculable.

Llamaremos transposicién de la matriz A a una transformacion
de la misma, segiin la cual sus filas se sustituyen por sus columnas
del mismo orden, es decir, el paso de la matriz (1) a la matriz

gy dop oo« Oy

a a ... <
12 a2 na (5)

8 @on + . g
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se puede decir que transponer la matriz (1) es hacerla girar alrede-
dor de la diagonal principal. Correspondientemente, se dice, que
el delerminante

@y oy oo py

Uyp g .- Qg (6)

| @in @ o . Opn

se obliene transponiendo el determinante (4).
Propiedad 1. E! determinante no varia al transponerlo.
En efecto, todo término del determinante (4) es de la forma

@y T2ap -+ + Tngpy (7)

donde los segundos subindices forman una permulacion de los simbolos
1, 2, ..., r. Pero, todos los factores del producto (7) se mantienen
también en el determinante (6) en diferentes filas y en diferentes
columnas, es decir, que {7) es también un término del determinante
transpueslo. Es evidente que lo reciproco también es justo, Por lo
tanto, los determinantes (4) y (6) estdn constituidos por los mismos
términos. El signo del término (7) en el determinante (4) se determina
por la paridad de la sustitucién

1 2 ...n
; (8)

Oy By ... Oy
en el determinante (6), los primeros subindices de los elementos
indican el ndimero de orden de la columna, mientras que los segundos

subindices indican el namero de orden de la fila. Por consiguiente,
en el delerminante (6) al término (7) corresponde la sustitucién

Ly Oy ... O
(1 1 . 2 R) ] (9}

“ .l
Por lo general, las sustituciones (8) y (9) son diferentes, pero, eviden-
temente, tienen una misma paridad y, por lo tanto, el término (7)
tiene un mismo signo en ambos determinantes. Por consiguiente, los
determinantes (4) y (6) representan sumas de términos ignales, Loma-

dos con signos iguales, ¢s decir, son iguales entre si.

De la propiedad 1 se deduce que cualquier afirmacion sobre las
filas del determinante es valida también para sus columnas y vicever-
sa, es decir, en el determinante (a distincién de las matrices), las
filas y las columnas gozan de los mismos derechos. Partiendo de esto,
las signientes ocho propiedades (2-9) se enunciarin y se demostraran

solamente para las filas del delerminante; las propiedades andlogas
para las columnas no necesitarin una demostracién especial.

ki
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Propiedad 2. Siuna de las filas del determinante estd conslituida
por ceros, el determinanle es igual a cero.

En efecto, supongamos yne todos los elemenlos de la i-ésima
fila del determinante son iguales a cero. Iin cada uno de los términos
del determinante liene gue estar incluido uno de los elementos de la
i-ésima fila, por lo cual, en nuestro caso, todos los términos del
delerminante son iguales a cero.

Propicdad 3. Si un determinante se obticne de otro permulando
dos filas, todos los términos del primer delerminante serdn términos
del segundo, pero con signos contraries, es decir, al permutar dos
fitas, el determinanite sile cambia de signo.

1En efecto, supongamos que en el determinante (4) se permutan
la i-ésima y la j-Gsima filas, i==j, ¥ que todas las demis filas se
mantienen en su sitio. Oblenemos el determinante

fyy s ... flyg ‘
iy @jn .. My | ()
= WA 8 R E % (10)

iy Gy - - Wi | {])

Uay W ST J
(al margen estin sefialados los nimeros de las filas). Si
Bloy @oag -« - fnag (it)

es un término del determinante (4), evidentemenle, todos sus faclo-
res se mantienen también en el determinante (10) en diferentes filas
y columnas. Por lo tanto, los determinantes (4) y (10) conslan de los
mismos términos. Bn el determinante (4) al término (11) le correspon-

dE la sustitucion
1 2 R QA n

Oy Olg oo Ghj oo i ou. Gy
mientras que en el determinante (10), la sustitueion

[f2d ot ony ()

Oy By oo B 0w O ... Oy

puesto que el elemento @i, por ejemplo, estd ahora en la j-ésima
fila, pero se mantiene en la a;-ésima columna anterior. Sin embargo,
la sustitucién (13) se obtiene de la sustitucion (12) mediante una
trasposicién en la fila superior, o sea, tiene paridad contraria. De
esto se deduce, que lodos los términos del determinante (4) forman
parte del determinante (10), pero con signos contrarios, es decir, los
determinantes (4) y (10) se dilerencian entre si solamente en el signo.
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Propiedad 4. Un determinante que tiene dos filas iguales es igual
a cero.

En efecto, supongamos que el valor del delerminante es igual
a d y que son iguales entre si los elementos correspondientes de su
i-ésima y j-6sima filas (i # j). En virtud de la propiedad 3, después
de permutar estas dos filas, el determinanle se hace igual a—d. Sin
embargo, como las filas que se permutan son iguales el determinante,
en realidad, no varia, o sea, d = —d; de donde d = 0.

Propiedad 5. Si se multiplican todos los elementos de une fila
del determinante por un nimere k, el mismo determinante queda
multiplicado por k.

Supongamos que se han multiplicado por % todos los elementos
de la i-ésima {ila. Cada término del determinante contiene exacta-
mente un elemento de la i-ésima fila. Por lo tanto, todo términc
adquiere el factor %, es decir, el mismo determinante queda multipli-
cado por k

Esta propiedad también se puede expresar asi: el factor comiin de
todos los elementos de una fila del determinante se puede sacar fuera
del signo de éste.

Propiedad 6. Un determinante que tiene dos filas proporcionales
es igual a cero.

Supongamos que los elementos de la j-ésima [ila del determinante
se diferencian de los clementos correspondientes de la i-ésima fila
(i 5% j) en un mismo factor k. Sacando este factor comin %k de la
j-ésima fila fuera del signo del (Ietcrmunntc obtenemos un deler-
minante con dos filas iguales. liste sera igual a cero, porla propie-
dad 4.

La propiedad 4, asi como la propiedad 2 para n = 1, son, eviden-
temente, casos particulares de la propiedad 6 (para kb =1 y & = U).

Propiedad 7. Si todos los elementos de la i-ésima fila de un deter-
minante de n-ésimo orden representan una sumae de dos sumandos:

ai;j=0;4e; f=1,..., n,

el delerminante es igual a la suma de dos determinantes, en los
que todas las filas, menos la i-ésima, coinciden con las del determinante
dado, mientras que la i-ésima fila de uno de los sumandos consta de
los elemenlos b; y la del olro, de los elementos ¢,

Todo término del determinante dado se puede representar de la
forma

Uta,@za, -+ Qigy -+ Qg =g 2, - - - (e, --:-ca‘,} e fng, =

- r
=@ia 20, . - b“‘; - d“"'n_"ai“;a:“z co Loy e ngy.

Rouniendo los primeros términos de estas sumas (con los mismos
signos que tenian los términos correspondientes en el determinante
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dado), obtenemos un delerminante de orden n, que solamente se
diferencia del dado, en que en la i-ésima fila, en lugar de los clemen-
tos a;;, figuran los elementos b;. Correspondientemente, los segundos
sumandos forman un determinante en cuya i-ésima fila figuran los
elementos ¢;. Por lo tanlo,

ity Tyn o.M | @y @y ... ey flyg Mys -« @iy
, ; .
by--ep bytoen o bpten |=| & b .oby || ey 2 oion |
My fpo .. g flyy Bug o ooy | Upy Qpo oo o Oy

La propiedad 7 se generaliza sin dificultad al caso en que todo
elemento de la i-ésima fila es una suma, no de dos, sino de m suman-
dos, m = 2.

Se dice que la i-ésima fila de un delerminante es combinacién
lineal de las demas filas, si para cada fila del nimero de orden j,
j=1,...,i—1,i-F1, ..., n se puede sefialar un namero k;
tal, que multiplicando la j-ésima fila por k; y agregando después
todas las filas, menos la i-ésima (la suma de las filas se debe entender
como la suma por separado de los elementos de todas estas filas en
cada columna), se obtiene la i-ésima fila. Algunos de los coeficientes
k; pueden ser iguales a cero, es decir, en realidad, la i-ésima fila
es combinacién lineal, no de todas, sino de algunas filas restantes.
En particular, si solamente uno de los coeficientes k; es diferente de
cero, obtenemos el caso de proporcionalidad de dos filas. Finalmente,
si una fila se compone totalmente de ceros, ésla siempre serda combi-
nacion lineal de las demis filas: caso en que todos los k; son iguales
a cero.

Propiedad 8. Si una de las filas del delerminante es combinacion
lineal de las demds, el delerminante es igual a cero.

Sea, por ejemplo, la i-ésima fila, combinacién lineal de las olras
s filas, 1 << s < »n — 1. Entonces, todo elemento de la i-ésima fila
serd una suma de s términos. Por lo tanlo, aplicando la propiedad 7,
representamos nuestro determinante en forma de una suma de deter-
minantes, en cada uno de los cuales la i-ésima fila serd proporcional
a una de las otras filas. Segiin la propiedad 6, todos estos determinan-
tes son iguales a cero; por consiguiente, también serd igual a cero
el determinante dado.

Esta propiedad es una generalizacion de la propiedad 6, y, como
se demostrard en el § 10, es el caso mis general de igualdad a cero
del determinante.

Propiedad 9. El determinante no varia si a los elementos de una
de sus filas se agregan los elementos correspondientes de otra fila,
multiplicados por un mismo niimero.
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Supongamos que a la i-ésima fila del determinante d se le agrega
la j-ésima fila, j==i, multiplicada por el niimero k, es decir, que en
el nuevo determinante todo elemento de la i-ésima fila tiene la forma
a;s + kag, s =1, 2, . .., n. Entonces, de acuerdo a la propiedad 7,
esle determinante es igual a la suma de dos determinantes, el pri-
mero de los cuales es d, mientras que el segundo contiene dos filas
proporcionales y, por ello, es igual a cero.

Como el nimero &k puede ser negativo, el delerminante tampoco
variard al restar de una de sus filas otra fila, multiplicada por un
namero. En general, el determinante no variq si a una de’sus filas
se agrega cualquier combinacién lineal de las demds.

Veamos el siguiente ejemplo. Un determinante se llama antisimétrico,
si sus elementos, sitnados simétricamente respecto de la diagonal principal, se
diferencian entre si solamente en el signo, es decir, si para todos i y j se tiene
ay = —a;;; de esto se deduce que para todo { serd ayy = —ay = 0. Por lo
tanto, el determinante tiene la forma

0 ayn g3 «.. Gy
—agz U azy ... dop

d=| —ayg —n9g O ... ag

— iy —fgy —fgn ... 0

Multiplicando cada fila de este determinante por — 1, ohtenemos el determinan-
te transpueslo, que es de nuevo igual a 4, de donde, en virtud de la propie-
dad 5, resulta:

(—1)"d=d.
Para n impar, se deduce que: —d = d, es decir, = 0. Por lo tanto, todo deter-
minante antisimétrico (o hemisimétrico) de orden impar es igual a cero.

§ 5. Los menores y sus complementos algebraicos

Antles se habia indicado que seria dificil calcular un determinante
de n-ésimo grado aplicando directamente su definicion, o sea, escri-
biendo cada vez todos los n! términos, determinando sus signos, etc.
Existen métodos mas sencillos para calcular los delerminantes,
basados en el hecho de que un determinante de orden n se puede
expresar mediante determinantes de érdenes inferiores. Introduzca-
mos, con esle fin, el siguiente concepto.

Sea dado un determinante ¢ de orden n. Tomemos un ntmero
entero & que satisfaga la condicion 1 < k< n — 1, y elijamos arbi-
trariamente en el determinante d, & filas y & columnas. Los ele-
mentos situados en las intersecciones de estas filas y de estas colum-
nas, es decir, pertenecientes a una de las filas y a una de las columnas
elegidas, forman, evidentemente, una matriz de orden k. El determi-
nante de esta matriz se llama menor de orden k del delerminanle d.
Se puede decir también que el menor de orden & es el delerminanle
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que se obtiene despuds de suprimir n — & filas ¥y n — & columnas
en el determinante d. in particular, después de haber suprimido en
el determinante una fila y una columna, obtenemos un menor de
arden (n — 1); por otra parte, los mismos elementos del delerminan-
te d por separado representan menores de primer orden,

Supengamos que en un determinante d de n-ésimo orden se ha
tomado un menor M de orden k. Suprimiendo las filas y columnas,
en cuyas intersecciones figura este menor, resulta un menor M de
{n — k)-ésimo orden, denominado menor complementario del menor
M. Suprimiendo, por el contrario, las filas y columnas en las que
estiin sitnados los elementos del menor /", obtendremos el menor M.
Por lo tanto, se pucde hablar de un par de menores complementarios
entre si del determinanle. En particular, el elemento a;; y ¢l menor
de (n — 1)-ésimo orden que se obtiene suprimiendo en ¢l determi-
nante la i-ésima fila y 1a j-ésima columna, formarin un par de meno-
res complementarios entre si.

Si un menor M de /f-ésimo orden estd situado en las [ilas de orden
iq, iy . .., iy y en las columnas de orden fy, ja, ..., fu, entonees,
denominaremos complemento algebraico del menor M a su menor
complementario M’, tomado con el signo mids o menos, segin que
sea par o impar la suma de los mimeros de orden de todas las filas
y columnas en las que estd silnado el menor W, es decir la suma

Sapr=dybda oo il fee e e (1

En otras palabras, el complemento algebraico del menor A es el
nimero (—1)*ar A7,

El producto de cualquier menor M de k-dsimo orden por su cohi-
plemento algebraico en el determinante d es una suma algebroiea,
euyos sumandos, obtenidos al multiplicar los términos del menor M
por los términos del menor complementario M’ tomados con el signo
(—1)"™, son ciertos términos del determinante d, coincidiendo sus
signos en esta sima con los signos que tienen en el determinanie.

Comenzaremos la demostracién de este teorema con el caso en
que el menor M esld situado en el dngulo superior de la izquierda
del determinante:

Ty e R y, ey o-- fin
M ... i
d — |2 A My, hpt o @an
Ahygo oo @het k| Ghat et - Thit,n
TRF TR P ML
ny vee Opk A, kst - np

es decir, en las filas cuyos nimeros de orden son 1, 2, ..., ky en
las columnas que tienen los mismos nimeros de orden. Entonces,
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el menor M’ ocupari el dngulo inferior de la derecha del determinan-
te. En este caso, el numero s, es par:

su=1421 .. k41424 LE=2(14+2+... k),
por eso, el mismo menor M’ sirve de complemento algebraico para M.
Tomemos un término arbitrario del menor M
Ao, @rg, - - - Cuey i (2)

su signo en M serd (—1)', donde [ es el nimero de inversiones

en la sustitucién
12 cinik
a (3
Oy Cly ... Cy

El término arbitrario del menor M’
Qraty fttr Qrezy fptz -- - P (4)

tiene en éste el signo (-——'I)I , donde I’ es el niimero de inversiones
en la sustitucion

E4L1E+2...0
i e,

ﬂfﬂi ﬁh-}:’. £l ﬁn

Multiplicando los términos (2) y (4), obtenemos el producto de n
elementos

Qia 2ay « - - ey @it By B2, By« -0 Enpys (6)

situados en diferentes filas y columnas del determinante; por con-
siguiente, éste serd un término del determinante d. El signo del
término (6) en el producto MM’ serd igual al producto de los signos
de los términos (2) y (4), o sea, (—1)i.(—1)!' = (—1)!+"". Sin em-
bargo, el término (6) tiene también este mismo signo en el deler-
minante d. En efecto, la fila inferior de la sustitucion

12 ...k k-:—-ik-|—2.‘.n)
Ty Gy ... Oy ﬁ-’l"l ﬁk"2 ...ﬁ“ :

formada por los indices de este término, contiene solamente I - I
inversiones, puesto que ningin o puede formar inversiéon con nin-
gin f: todos los & no son mayores que &, mientras que todos los B
no son menores que & -|- 1,

De este modo, queda demostrado el caso parlicular considerado
del teorema. Pasemos a examinar el caso general. Supongamos que
el menor M estd situado en las filas que tienen los niimeros de orden
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Pie By« oo fp voen las columnas que lienen los ndmeros de orden
Py day oo oy fu. siendo

PR et Nl T | e il

Trasponiendo lax filas y las columunag, procovemos Hevar el menor W
al angulo superior de la izquierda, de modo yue no se altere el menor
complementario, Gon este fin, trasponemos la {-¢sima Tila con la
(i, — D)-ésima, despuds, con la (i 2)-¢sima, ele,, hasta que la
i-6sima fila ocupe el lugar de la primera; para esto, lendremos que
trasponer las filas 4§, - -1 veces. Después, trasponemos sucesiva-
mente la is-Gsima fila con todas las filas situadas sobre ella, hasta
que se sittue directamente debajo de la (-ésima fila, es decir, en
el sitio que ocupaba la segunda fila antes de todas las transforma-
ciones; como es fieil comprobar, para ello tenemos que trasponer
las filas is — 2 veees. De modo anidlogo, trasladamos la iy-ésima fila
al lngar de la tercera lila, ete., hasta que la iz-ésima ocupe el lugar
de la k-ésima fila. En total, lendremos que electuar

(fi= 1) (s —2) 1= o 5 (= Wy=
= (i pfgd . BY— (L 24 R

trasposiciones de las filas.

1l menor M ya estd situado en las primeras k& filas del nuevo
determinante. Ahora trasponemos sucesivamente las columnas del
determinante: la j-ésima con todas las precedentes hasta que otupe
el primer lugar, después, la jp-ésima, hasta que ocupe el segundo
Jugar, ete. In total, las columnas serin lraspueslas

Ao i) — (1 20 4 R)

(i
veces.

Después de todas estas transformaciones legamos a un deler-
minante nuevo d', en el cual, el menor M ocupa el dngulo superior
de la izquierda, Como habiamos traspueslo eada vez solamente las
filas y columnas contiguas, no sulrird ninguna alteracién la colo-
cacion mutua de las filas y columnas que contenian el menor M’
en el determinante d. Por lo tanto, el menor M’ se mantiene también
como menor complementario del menor M en el determinante d',
ocupando ya, sin embargo, el dngulo inferior de la derecha. Como
hemos demostrado, el producto MM’ es una suma de cierlo nimero
de términos del determinante ', tomados con los mismos signos que
tenian en d'. No obstanle, el determinante ¢’ se ha oblenido del
determinante ¢ mediante

Wb ip b b i) — (4§ 2 HR)
bbb =24 R = 2 R 24 A
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trasposiciones de las filas y columnas. Por ello, como sabemos
por el parrafo anterior, los términos del determinante d’ sola-
mente se diferencian de los términos correspondientes del deter-
minante d en el signo (—1)'¥ (se comprende que el ndmero par
2(1+2+ ... k) no influye en el signo). De aqui se deduce
que el producto (—1)*MM M’ se compone de una cierta cantidad
de términos del determinante d, tomados con los mismos signos que
tenian en este determinante. De esta manera, el teorema queda
demostrado.

Obsérvese que si los menores M y M’ son complementarios
entre si, los nimeros s,; ¥ s;;- son de una misma paridad. En efecto,
el niimero de orden de cada fila y de cada columna estd incluido
como sumando en uno, y sélo en uno, de estos nimeros. Por con-
siguiente, la suma sy -+ 5, es igual a la suma de los nimeros de
orden de todas las filas y columnas del determinante, es decir, es

igual a la paridad del nimero 2(1 42+ ... | n).

§ 6. Calculo de determinantes

Los resultados del pirrafo anterior ofrecen la posibilidad de
reducir el cilculo de un determinante de n-ésimo orden al calculo
de unos cuantos delerminantes de {n — 1)-ésimo orden, Introduzea-
mos, primere, las siguientes notaciones: si ¢;; es un elemenlo del
determinante d, designaremos con M;; el menor complementario,
o abreviando, ¢l menor de este elemento, es decir, el menor de
{(n— 1)-ésimo ovden obtenido despuéds de suprimir la i-ésima fila y la
j-6sima columna en el determinante. Designaremos con A, el com-
plemento algebraico del clemento a;;,

Ay =(—=1" My

Como se ha demostrado anteriormente, el producto a;;4;; re-
presenta una suma de unos cuantos términos del determinante d,
incluidos en esta suma con los mismos signos que lenian en el deler-
minante d. Es ficil caleular ol nimero de estos Lérminos: es igual
al ndmero de términos en el menor My;, es decir, es igual a (n — 1)!

Elijamos ahora una fila i-ésima cualquiera del determinante o
¥ tomemos el producto de cada elemento de esta fila por su comple-
mento algebraico:

@A, aipdiny - oo, aipdn. (1)

Ningin término del determinante d puede estar incluido en dos
productos diferentes (1): todos los términos del determinante inclui-
dos en el producto @;,4;, contienen el elemento a;y de la i-ésima fila.
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Por ello, se diferencian de los téyminos gque forman parte del producto
a;2112, que contienen el elemento a;. de la i-ésima fila, ete.

Por oira parte, el nimero total de términos del delerminante d,
incluidos en todos los productos (1), es igual a

(n—1!n—=nl

Con éslos se agotan por completo todos los términos del determinan-
te d. Por lo tante, hemos demostrado que se verifica el siguiente
desarrollo del determinanie d por los elementos de la i-dsima fila:

di=ap Ay +opdiz + .. Qpdyy, (2)

lo que significa que el determinante d es igual a la suma de los pro-
ductos de todos los elementos de una fila arbitrarie de éf por sus com-
plementos algebraicos. Se puede obtener un desarrollo anialogo del
determinanle por los elementos de cualquiera de sus columnas.

Sustituyendo en el desarrollo (2) los complementos algebraicus
por los menores correspondientes con los signos mas o menos, reduci-
rentos el cdleulo del determiinante de re-ésimo orden & céleulo de unos
cuantos determinantes de (z-1)-éimo orden. Obsérvese que si algunos
de los elementos de la i-ésima fila son iguales a cero, no habra que
caleular, naturalmente, sus menores correspondientes. En virtud
de eslo, es conveniente transformar previamente el delerminante,
aplicando la propiedad 9 (véase el § 4), para gque en una de las filas
o de las columnas haya un nimero suficientemente grande de cle-
mentos sustituidos por ceros. En realidad, la propiedad § da la posi-
bilidad de sustituir por ceros todos los elementos, menos uno, de cual-
quier fila o de cualquier columna, En efecto, £i ay =% 0, cualquier
elemento a;;, j = &, de la i-ésima fila quedard sustituido por cero
después de reslar de la j-6sima columna la k-ésima columna multipli-

cada por :—’i. De este modo, el cilculo de un determinante de n-

ésimo orden se puede reducir al célculo de unm sole determinante
de {(n — 1)-6simo orden.

Ejemplos.
1, Calcular el determinante de cuarto orden

3 t-1 2
5 1 3 -4

—_u

d:
0 1 -1

2
t =5 3 —3
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Desarrollémosle por los elementos de la tercera fila, aprovechando la exis-
tencia de un cero:

1 —1 2
d=(—1)31.2.] 1 3 —4
—5 3 -3
|3 1 2 31—t
(=133 10 =5 1 —a (=) (— )| —5 1 3.
fo—g 3 1 —5 3

Calculando los determinanles obtenidos de tercer orden, oblenemos:

d =246 —40-1- 48 = 40.

2. Calcular ol determinante de quinto orden
=2 o 0 —1 3
1 0 3 7 =2
d= 3 —1 ] a =5h|.
2 6 —4 1 2
0 —3 -1 2 3

Agregando a Ja segunda fila la quinla, multiplicada por tres, y restando
de la cuarta fila la quinta, multiplicada por eiatro, obtenomos:

—2 5 0 —1 3
i —4 a 13 7
- 3 —1 o0 5 =5,
2 18 0 =7 —10
Rkt ik 2 3

Desarrollando este determinante por los elementos de la tercera columna, que
contiene solamente un elemento diferente de cero (con la suma de indices 5 + 3,
es decir, par), ohtenemos:
—2 5 —1 3

1 —9 13 7

3 —1 5 —5

2 18 —7 —10

d—{—1)-

Translormamos de nuevo el determinante obtenido, agregando a [a primera
Tila la segunda, multiplicada por dos, restando de la tercera fila la segunda,
multiplicada por tres, v de la cuarta, la segunda multiplicada por dos:

0 —13 25 17
1 —9 13 7
& 26 —34 —26
v 36 —33 —24
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Después, desarrollamos éste por los clementos de la primera columna, teniendo

ademis en cuenta, que al inico elemento de esta columna, diferente de cero, le
corresponde una suma impar de indices. Resulta:
—13 25 17|

d= 26 —34 —26

I —33 —24

Caleulemos este determinante de tercer orden, desarrollindolo previomente
por los elementos de su tercera fila:

25 17 20

=% P
3% —2 _{_33"‘ 26 '(_‘)'""‘ 26 —34
— 36 (—T2) —(— 33 (—104) -+ (—24) [ —208) = — 1032,

4

— 26

d 36

3. 80 todes los elementos de un determinante, situados a un lado de ln diago-
nal principal, son iguales a cero, el determinante ¢s igual al producto de los ele-
mentos situados en la diagonal principal.

Para un determinante de segundo orden, esta alirmacion es evidente. Por
ello, la vamos a demostrar por el método de induceidn, supongamos que esta
demostrada ya para los determinantes de (n-1}-ésimo orden. Consideremos el
determinante de p-ésimo orden:

843 M2 O43 +-- B
0 agy aday ... fzg
d=| 0 0 ag ... amm
00 0 ... anp

Desarrollandolo por los elementos de la primera columna, oblenemos

fyn oz ... flag

¥ gy .. fOgn
d=ay -

0 0 ... ey

nede aplicar la hipdtesis

Al menor gue figura en el segundo miembro sc le
donde

de induccion, es decir, es igual a azy agg ... @pny de

d=ayass833 . .+ Inn-
4. Se llama determinanie de Vandermonde al siguiente:

1 1 1 e
ay dg ag R 1

d—|e} aj a . @

s

n={ _n-1 _n-—1 n—1
ay @y ay ..y
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Demostremos que para cualquier n el determinante de Vandermonde es igual
al producto de todas las diferencias posibles ay — a;, donde 1 < j<<i < n.
En efecto, para n = 2, se tLiene

1 1
2y #fg
Supongamos que nuestra afirmacién estd demostrada ya para los determinantes
de Vandermonde de (n—1)-ésimo orden. Transformemos el determinante d del
mado siguiente: de la n-ésima (la \iltima) fila restamos la (n—1)-ésima, multipli-
cada por ay; después de la (n —1)-6sima restamos la (n — 2)-ésima, multipli-
cada también por a;, etc., finalmente, de la segunda fila restamos la primera,
multiplicada por a,, Obtenemos:

=dy—ay.

1 { 1 1
1] g —ay ag—ay p —dy
2
d—|0 at—aa, ad—ayay ... an—ayan
=1 -2 A= n—=2 n—1 -2
0 af ! —ayal™" af l-—aina cew oAy —agal

Desarrollando este determinante por los elementos de la primera columna, lle-
gamos a un determinante de (n — 1)-ésimo orden; después de sacar fuera de!
Idate{mmantu todos los factores comunes de todas las columnas, éste toma
a orma:

T |
Ay @3 ..., fp
a a
d={ay—ay) (@3—a,) ... (@g—ay)-| @ ai ... an
n=2 n—-2 n—-2
8y Tag " ...oa,

El iltimo factor es el determinante de Vandermonde de (n — 1)-ésimo orden que,
por la suposicion hecha, es igual al producto de todas las diferencias a; — a;
para 2 < j <Zi < n. Por consiguiente, empleando el simholo Il para indicar
el producto, se puede escribir:

d=(ag—ay) (ag—ay) ... (an—ay) H (aj—aj)= “ (ai—ay).
2gj<isn 1=jdisn
Del mismo modo se puede demostrar que el determinante

a'i‘_l ag_l ﬂg_l a:""i

o n a
¢ a} a; ai ... an
ay ity 23 .+, Hp

1 1 ! G 1

es igual al producto de todas las diferencias posibles a;—ay donde
| <X i< < n, es decir,
d' = ] (ai—ay.
{=i<j=n
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Generalizando los desarrollos del determinante por los elemenlos
de una fila o columna, obtenidos anteriormente, demostraremos el
siguiente Leorema del desarrollo del delerminante por los menores
de unas cuantas filas o columnas.

Teorema de Laplace. Supongamos que en un determinante d de
orden n se han elegido arbitrariamente k filas (o & columnas), 1 <
< k<L n— 1. Entonces, la suma de los produclos de tadas los meno-
res de k-ésimo orden, contenidos en las filas elegidas, por sus comple-
mentos algebraicos es igual al determinante d.

Demostracion. Supongamos gue en el determinante d se han ele-
gido las filas, cuyes nimeros de orden son iy, iy, . .., i3. Sabemos
que el producto de cualquier menor M de A-ésimo orden, situado
en estas filas, por su complemento algebraico consta de cierta can-
tidad de términos del determinante o, tomados con los mismos
signos que tenian en el determinante. Por consiguiente, el teorema
quedard demostrado, si demostramos que haciendo recorrer a M
todos los menores de A-ésimo orden, sitluados en las filas elegidas,
obtenemos todos los términos del delerminante, no encontrindose
ninguno de ellos dos veces.

Sea

Apoyloog oo o Qnoy (3)
un término arbiltrario del determinante d. Tomemos aparte el pro-
ducte de los elementos de este término, pertenecientes a las filas
elegidas, ¥ cuyos nameros de orden son iy, iy, ..., ip. Esto serd
el producto

Ay Pig, - a‘n—xik; (4)

k factores de este producto eslin en & columnas diferentes, precisa-
mente en las columnas con los nimeros de orden oy, iy, - « -, Gy,
Por consiguiente, estos niimeros de orden de las columnas se deter-
minan por el término (3). Si designamos con M el menor de k-ésimo
orden, situado en la interseccién de Ias columnas que tienen estos ni-
meros de orden o, @i, . . ., %, ¥ de las filas elegidas anterior-
mente, con los niimeros de orden iy, is, . . ., ix, el producto (4) sera
uno de los términos del menor M, El producte de todos los elementos
del término (3), no incluidos en (4), serd un término de su menor
complementario. Por lo tanto, todo término del determinante forma
parte del producto de un menor determinado de k-ésimo orden situado
en las filas elegidas por su menor complementario, y ademas es un
producto de unos términos determinados de estos dos menores, Final-
mente, para obtener el término tomado del determinante, con el
mismo signo que tiene en el determinante, no queda mds que susti-
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tuir el menor complementario por el complemento algebraico. Con
esto termina la demostracion del teorema.

Se podia haber demostrado el teorema de otro modo. A saber:
el producto de cualquier menor M de k-ésimo orden, situado en
las filas elegidas, por su complemento algebraico, consta de k!
(rn — k)! términos. Esto es debido a que el menor M de k-ésimo orden
se compone de k! términos, y su complemento algebraico, diferen-
cidndose posiblemente solamente en el signo del menor de orden n —k,
contiene (n — k)! términos. Por otra parte, el nlimero de menores
de k-ésimo orden, contenidos en las filas que hemos elegido, es igual
al niimero de combinaciones de n sobre k&, es decir, es igual al niimero

n!
B (n— k)1

Multiplicando, obtenemos que la suma de los productos de todos
los menores de A-ésimo orden de las filas elegidas, por sus comple-
mentos algebraicos, consla de n! sumandos. Sin embargo, éste es
también, el nimero total de términos del determinante d. Por con-
siguiente, el leorema quedatd demostrado, si demostramos que
cualquier término del determinante d estd incluido por lo menos
una vez (y entonces, serd una vez, exactamente) en la suma consi-
derada de productos de menores por sus complementos algebraicos.
Para esto no le queda mis al lector que repetir (con ciertas simplifi-
caciones) los razonamientos expuestos en la demostracion precedente.

El teorema de Laplace permite reducir el cdilculo de un deter-
minanle de n-ésimo orden al cileulo de unos cuantos determinantes
de ordenes & y n — k. Resultard que habri muchos determinantes
nuevos de éstos y, por lo tanto, tiene sentido aplicar el teorema
de Laplace solamente en el caso en que se puedan elegir en el deter-
minante & filas (o columnasg), de modo que muchos de log menores
de /k-ésimo orden situados en eslas filas sean iguales a cero.

Ejemplos. :
1. Sea dado un determinante, cuyos elementos siluados en las primeras k
filas y dltimas n — £ colummnas son iguales a cero:

By, ... fgp 0

apy ... Opp
Ahttot -0 Bhigh Qhity kit --- Ghigen
Ay ce. gk By, ket -+ dpn

Este delerminante es igual al producto de dos de sus menores:

a1y e Nk Aty kit o0 Witen
LR 1 Bn, kyy -+  Opn
§—252
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Para la demostracion es suficiente desarrollar el determinante por los meno-
rez de las primeras k filas.

2. Sea dado un determinante « de orden Zn, en cuyo dngulo superiar de ia
izquierda figura un menor formado totalmente por ceros. 8i los menores de
n-(ésimn orden, siluados en los dngulos superior de la derecha, inferior de la
izquierda e inferior de la derecha del determinante, se designan con M, M’y M"
respectivamente, es decir, que el determinants d se puede escribir simbolica-
mente en la forma d = (;:I’AM" , entonces, d = (—1) MM’

Para la demostracion, desarrollamos el determinante por las primeras n
filas y observamos que

s (Ui24 oo tm) e D0 (e 2es | 2n)—n 202,

es decir, sy ¥ » lienen una misma paridad.
3. Calcular ¢l determinante

—4& 12 =2 1
B 30 1 —5
i - 2 —-31 =3 1

0 40 2 &

Desarrollindolo por los menores de la primera ¥ tercera columnas, que
contienen ceros colocados adecuadamente, obtenemos:

. 3 1 —35
—4 2
d -(._.1)!+:i+l+3{ ;1‘ —t—t 4
4 2 B
3 L =3
:_(_1]1+¢+1+s]:’: 3} —3 —3 1|+
’ 4 2 ]
-2 1
21
C(— |G 3‘. L )
4 2 5

=(—8) (—20) — (—10) . (— 62} —7-87 = — 1069,

§ 7. Regla de Cramer

La teoria de los determinantes de n-ésimo orden expuesta
anteriormente, permite mostrar que estos determinantes, introducidos
solamente por analogia con los determinantes de segundo y lercer
orden, pueden ser utilizados del mismo modo que estos fltimos para
la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, Sin embargo, pri-
mero haremos una observacion complementaria, ligada con los
desarrollos de los determinantes por los elementos de una fila o colum-
na; en adelante, esta observacion va a ser empleada a menudo.
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Desarrollemos el determinante

gy « o« Qyj ... flyn

[T P
d ==

Iy v v o nj. -y

por la j-ésima columna:
d=a;Ay;+ @Ay + ... + njAnj,

y sustituyamos después en este desarrollo los elementos de la
j-ésima columna por el sistema de nr niimeros arbitrarios by,
by, ..., b,. La expresion

byAy; = beAg; .. bud, g,

representa el desarrollo por los elementos de la j-ésima columna
del determinante

a”‘..bi...ﬂ'"‘
& [ PRI | TR 2
Gy oo Bg s ag, |

obtenido del determinante d sustituyendo su j-ésima columna por
la columna de los nameros by, b, ..., b,. En efecto, la sustitucién
de la j-ésima columna del determinante ¢ no afecla a los menores
de los elementos de esta columna y, por lo tanlo, no afecta a sus
complementos algebraicos,

Apliquemos esto al caso en que en lugar de los nameros
by, by, ..., b, se toman los elementos de la k-ésima columna del
determinante d para k== j. Ll determinante que se obtiene después
de esta suslitucion contendri dos columnas iguales (la j-ésima
y la k-ésima) y, por eso, sera igual a cero. Por consiguientle, serd
igual a cero también el desarrollo de este determinante por los
elementos de su j-ésima columna, es decir,

ayp Ay a4 o faupAny-- 0 para js= k.

Por lo tanto, la suma de los productos de todos los elementos
de una columna del determinante por los complementos algebraicos
de los elementos correspondicntes de otra columna es igual a eero.
Naturalmente, este resultado es vilido también para las filas del
determinanle.

Pasemos a esludiar los sislemas de ecuaciones lineales, Por
ahora nos limitaremos al caso de sistemas en los que el nimero de

4%
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ecuaciones es igual al nimero de incognitas, 0 sea, a los sistemas
de la forma

A&y + QpaTs - oo AT = by,
oy Ty - Uops =« oo - Qondn = by, (1)
ATy ApoTa o o pndn = Dy

Ademads, supondremos que el delerminante d de los coeficienles
de las incognitas del sistema, denominado abreviadamente deter-
minante del sistema, es diferente de cero. LEn estas condiciones
demostraremos que el sistema (1) es compatible e incluso deter-
minado.

En el § 2, al resolver un sistema de Lres ecuaciones con tres
incognitas, multiplicibamos cada una de las ecuaciones por cierto
factor y después sumiabamos estas ecuaciones, resultando iguales
a cero los coeficientes de dos de las Lres incognitas. Ahora vemos
claramente que los factores que empleibamos eran los complementos
algebraicos en el determinante del sistema, del elemento que
en la ecuacion dada es coeficiente de la incdgnita buscada. Este
mismo método se va a emplear para la resolucion del sistema (1).

Supongamos primero que el sistema (1) es compatible y que
€y, G, . . ., %, 08 una de sus soluciones. Por consiguiente, se cum-
plen las igualdades

Ay - Aylly -+ o oo Qg == Dy,
Aty -+ Aty + - -« Qonlin = by, )
UnyOy |- @natha + « -« i Gnnln = bpn.

Sea j cualguiera de los nmeros 1, 2, ..., n Multipliquemos

ambos miembros de la primera de las igualdades (2) por Ayj
es decir, por ﬁl complemento algebraico del elemento a,; en el deter-
minante d del sistema; ambos miembros de la segunda igualdad,
por A,;, ete., y finalmente, ambos miembros de la Gltima, por A, ;.
Sumando después por separado los primeros miembros y los segun-
pos miembros de todas estas igualdades, llegamos a la siguiente
ignaldad:
(2 Ay +anday+ - oo andng) oo+

o+ (@pAy -+ anadaj+ - o o A Guadng) o B

+(ayjAyy 4 azgdegt o @nyAng) o

+ (ainAyj |- aomAzj+ - -« - nadag) o=

=bydyj+ biAzj + .. -bnAnj-
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El coeficiente de o, en esta igualdad es igual a d, mientras que,
en virtud de la observacion hecha anteriormente, los coeficientes
de los demds @ son iguales a cero; el miembro independiente es igual
al determinante que se obtiene del determinante d después de sus-
tituir en él la j-ésima columna por la columna de los términos inde-
pendientes del sistema (1). Si designamos este ultimo determinante,
igual que en el § 2, con d;, nuestra igualdad toma la forma

da_;:dj,
de donde
dj
o= T ¥

puesto que d==0. De este modo, queda demostrado que si el
sistema (1) es compatible, éste posee solucién {nica:

T SN T tn = (3)

Demostremos ahora que el sistema de nimeros (3) satisface real-
mente al sistema de ecuaciones (1), es decir, que el sistema (1) es com-
patible. A continuaciéon emplearemos las siguienles notaciones
muy usuales,

Toda suma de la forma a; -+ ay -\~ . .. | a, se indicard abre-

n

viadamente mediante 2 a;. Si se considera una suma, cuyos suman-

IE‘_]
dos a;; estin provistos de dos subindices, siendo i =1, 2, ..., n,
i=1, 2, ..., m, se pueden tomar primero las sumas de elementos

™

con el primer subindice fijado, o sea, las sumas ) a;;, donde i =
1

=
=1, 2, ..., n, y después, sumar todas estas sumas. Entonces,
para la suma de todos los elementos a,;, obtenemos la expresién

No obstante, se podrian sumar primero los sumandos a,; con el segun-
do subindice fijadoy sumar después las sumas obtenidas. Porlo lanto,

n m ™ n
n o 0 n
2 Deg= 2 X ai,
i=1 j=1 Fiay e

o sea, en la suma doble se puede cambiar el orden de los sumandos.
Pongamos ahora en la i-ésima ecuacion del sistema (1) los valo-
res (3) de las incognitas. Como el primer miembro de la i-ésima
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n i
ecuacion se puede escribir de la forma 3 a;jx; y como d; = 3 bpAns
i=1 k=1
obtenemos:
n I n " 'l n T
\ s 1 < 3 O \
N —r=m P a,-,—(:)_l b,-‘.d;,_,-) =7§->_, by ()_, ﬂaﬂ’w) .
j=t j=1 h=1 hi=1 =1
Respecto a estas lransformaciones, observemos que el nimero
1 .
- es un factor comin de todos los sumandos, por lo cual, se le ha
sacado fuera de la suma; ademds, después de haber cambiado el orden
de los sumandos, el factor b, se ha sacado fuera de la suma interior,
ya que no depende del subindice j de la suma interior.
L

Ya sabemos que la expresion Za,-_,-zh”- = apdyy + Ay
=1
4 ... | aip Ay, es igual a d para k — i, e igual a O para los

demads k. Por lo tanlo, en nuestra suma exterior respecto a k& quedard
un sumando, precisamenle b;d:
n
1 dj 1
,H”-—d-* Fb‘d -:b;.
i=1

De este modo, queda demosirado que el sistema de nimeros (3)
es, verdaderamente, solucion del sistema de ecuaciones (1).

Hemos oblenido el siguiente resultado importante:

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, cuyo deter-
minante es dijerente de cero, tiene solucion, la cual, ademds, es
dnica. Esta solucién se obtiene por las formulas (3), es decir, por
la regla de Cramer; la formulacion de esta regla es igual que en el caso
de un sistema de dos ecuaciones (véase § 2).

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

2xy -+ Ty—Dxy 24— 8B,
xy—3xg — b, = 9,
2zy— x5 -2y — 5,

2yt 4z —Txg | Bry=— 0.
El determinante de este sistema es diferente de cero:
2 1-5 1
1 —3 0 —6
d = 27,
] 2 =1 2
| 4 —7 [
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por lo que se lsmede aplicar al sistema la rsgla de Cramer. Los valores de las
incdgnitas tendrin en los numeradores los determinantes
8 1 —a 1 2 8 —3 1
9 —3 0 —6 1 ] 0 —6
dy= =81, dy= = — 7
1l g—q o= h=lg 5 o 108
0 4 —7 ¢ 1 0 —7 6|
2 1 8 1 2 1 —5 8
1 —3 9 —6 1 —3 0 9
dy= =27, d,= =27.
Tlo 25 2 o di=lg 5 g _5[="
1 4 0 G 1 4 =7 0
Por lo tanto
Ty =3, o= —4, 3= —1, =1

serd la solucidn de nuestro sistema y, ademas, la tinica.

Hemos excluido el caso en que el determinante del sistema
de n ecuaciones lineales con n incognitas (1) es igual a cero. Este
caso lo dejamos para el cap. 2, donde hallard su sitio en la teoria
general de los sistemas de cualquier nimero de ecuaciones con
cualquier nimero de incognitas.

Referente a los sistemas de n ecuaciones lineales con » incégni-
tas, haremos otra observacion mas. Sea dado un sistema de n ecua-
ciones lineales homogéneas con n incégnitas (véase el § 1):

gy + Qs+ - .o+ BTy =0,
Ay 1 Uppy + o« + QonZn =10, (4)
Qpyy + Qoo+ oo - dppxn = 0.

En este caso, todos los determinates dy, j=1,2, ... n, contie-

nen una columna formada por ceros y, por eso, son iguales a cero.
Por lo tanto, si el determinante del sistema (4) es diferente de cero,
es decir, si a este sistema se le puede aplicar la regla de Cramer,
su unica selucidén sera la solucion nula

=0, 2,=0, ..., #7y=0. (5)

De aqui se desprende la siguiente conclusion:

Si un sistema de n ccuaciones lineales homogéneas con n incégni-
tas tiene soluciones diferentes de la nula, entonces el determinante
de este sistema es necesariamente igual a cero.

En el § 12 se mostrard que, viceversa, si el determinante de
un sislema de éstos es igual a cero, ademis de la soluciéon nula,
cuya existencia es evidente para cualquier sistema de ecuaciones
homogéneas, tendrin que existir también otras soluciones.
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Ejemplo.¢ Para qué valores de k, el sistema de ecuaciones
ka:y:—.rz;l].
xythag—0
puede tener soluciones no nulas?
El determinante de este sistema

|
1 &k

i:kz—d

sera igual a cero solamente para & = + 1. Es [icil comprobar que para cada
uno de estos dos valores de k, el sistema dado posee verdaderamente soluciones
diferentes de la nula.

La importancia de la regla de Cramer consiste fundamentalmente
en que, e las cases en que es aplicable esta regla, ésta da una expre-
sion explicita para la solucién del sistema mediante los coeficientes
del mismo. Sin embargo, la aplicacion practica de la regla de Cramer
va aparejada con cdlculos muy complicados: en el caso de un sistema
de » ecuaciones lineales con n incognitas, se lienen que calcnlar
n -+ 1 determinantes de n-ésimo orden. El método de eliminacion
sucesiva de las incégnitas, expuesto en el § 1, es en este sentido
mucho mis ¢omodo, puesto que los cileulos que se necesitan para
aplicar este método son, en esencia, equivalentes a los que se tienen
que realizar al calcular ur solo determinante de n-ésimo
orden,

En algunas aplicaciones aparecen sistemas de ecuaciones lineales
cuyos coelicientes y términos independientes son niimeros reales,
obtenidos al hacer mediciones de algunas cantidades fisicas, es decir,
que se conocen sélo aproximadamente, con cierta exactitud. A veces,
los métodos expuestos anteriormente para la resolucion de tales
sistemas son inadecuados, debido a que proporcionan resultados
poco exactos. En su lugar, se han elaborado diversos métodos
de iteracion, o sea, métodos que permiten resolver los sistemas indi-
cados de ecuaciones mediante una aproximacién sucesiva de las
incognitas. La exposicién de estos métodos puede consultarla
el lector en las obras sobre la teoria de las aproximaciones.



CAPITULO 11

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES (TEORIA GENERAL)

§ 8. Espacio vectorial de n dimensiones

Para la elaboracién de la teoria general de los sistemas de ecua-
ciones lineales no es suficiente el aparato construido que nos sirvié
satisfactoriamente para la resolucién de los sistemas en que se puede
aplicar la regla de Cramer. Ademis de los determinantes y las ma-
trices tenemos que utilizar un nuevo concepto que, posiblemente,
sea de mayor inlerés para la matemdatica en general: el conceplo
de espacio vectorial de varias dimensiones.

Hagamos primero unas cuantas observaciones previas. Por
el curso de geometria analitica se sabe que todo punto en el plano
se determina (dados los ejes coordenados) por sus dos coordenadas,
o sea, por un sistema ordenado de dos nimeros reales; todo vector
en el plano se determina por sus dos componentes, o sea, nuevamente,
por un sisltema ordenado de dos nimeros reales. De modo andlogo,
todo punto en el espacio de tres dimensiones se determina por sus
tres coordenadas, y todo vector en el espacio se determina por sus
tres componentes.

En la geometria, y también en la mecanica y en la fisica, se sue-
len estudiar frecuentemente algunos objetos, para cuya determina-
cion no son suficientes tres niimeros reales. Veamos, por ejemplo,
el conjunto de las esferas en el espacio. Para que la esfera esté deter-
minada por completo, es necesario que estén dadas las coordenadas
de su centro y el radio, o sea, hay que sefialar un sistema ordenado
de cuatro nimeros reales, de los cuales el dltimo (el radio) solo
puede tomar, a su vez, valores positivos. Examinemos, por olra
parte, las diferentes posiciones de un cuerpo sélido en el espacio.
La posicion del cuerpo quedard determinada por completo, si se indi-
can las coordenadas de su centro de gravedad (o sea, Lres niimeros
reales), la direccion de un eje fijo que pase por el centro de gravedad
(dos nimeros: dos, de los tres cosenos directores) y, por fin, el ingulo
de rotacion alrededor de esle eje. Por lo tanto, la posicion de un so6li-
do en el espacio se delermina por un sistema ordenado de seis niime-
ros reales.
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Estos ejemplos nos sugieren la oportunidad de estudiar el con-
junto de todos los sistemas ordenados posibles de n nimeros reales.
Precisamente este conjunto, después de haber introducido en él las
operaciones de adicion y multiplicacion (cosa que se hard a con-
tinuacion por analogia con las operaciones correspondientes sobre
los vectores del espacio tridimensional, expresadas mediante las
componentes), se denomina espacio vectorial de n dimensiones.
Por consiguiente, el espacio de n dimensiones es solamente una
formacion algebraica que conserva ciertas propiedades elementales
del conjunto de los vectores del espacio de tres dimensiones, que
parten del origen de coordenadas.

Un sistema ordenado de n» nimeros

o =(ay, az, ..., a) (1)

se llama vector de n dimensiones, Los numeros a;, i =1, 2, . .., n,
se denominarin componentes del vector «. Se dira que los veclo-
res o y

B=(ly, ba ..., by) (2)
son iguales, si coinciden sus componentes situadas en lugares igua-
les, o sea, si ¢; = b; para i =1, 2, ..., n. Para designar los

vectores se empleardn en adelante las letras griegas mindsculas,
mientras que las letras latinas mindsculas se utilizaran para designar
los nimeros.

Como ejemplos de vectores, seialemos los siguientes: 1) Los
vectores-segmentos que parten del origen de coordenadas, en el plano
o en el espacio de tres dimensiones, estando fijado el sistema de coor-
denadas, serin vectores de dos y tres dimensiones, respectivamente,
en el sentido de la definicién dada anteriormente. 2) Los coeficientes
de cualquier ecuacion lineal con n incégnitas forman un vector
de n dimensiones, 3) Toda solucién de cualgquier sistema de ecuacio-
nes lineales con n incégnitas es un vector de » dimensiones. 4) Dada
una matriz de s filas y n columnas, sus filas son vectores de n dimen-
siones y sus columnas, vectores de s dimensiones. 5) La misma ma-
triz de s filas y n columnas se puede considerar como un vector
de sn dimensiones: es suficiente leer seguidamente los elementos
de la matriz, fila por fila; en particular, toda matriz cuadrada de orden
n se puede considerar como un vector de n® dimensiones. Es evi-
dente, ademas, que cualquier vector de n® dimensiones se puede
obtener de este modo de una matriz cuadrada de orden n.

Se llama suma de los vectores (1) y (2) al vector

aPp=(ay+ by, ag+by, ..., an+bs), (3)

cuyas componentes son iguales a las sumas de las componentes
correspondientes de los vectores gue se suman. La adicién de veclores



§ 8. Espacio vectortal de n dimensiones 59

estia sujeta a las leyes conmutativa y asocialiva, puesto que la adi-
cion de los nimeros estd sujeta a estas leyes.
El veetor nule desempena el papel de cero

0=10, 0,...5 O).
En efecto
o0 =(a,+0,a:+0, ..., an+ 0= (ay, a3, ..., @) =20

Para designar el vector nulo emplearemos el mismo simbolo 0 que
se emplea para el nimero cero; nunca encontraremos dificultad
alguna para averiguar si en el momento dado se trata del niimero
<cero o del vector nulo; sin embargo, al estudiar los préximos péarra-
fos, el lector tiene que recordar que el simbolo 0 se puede emplear
en diversos senlidos.
El vector
—ot = (—fy, —@as, ..., —lp). (9)

se denominari vector opuesto del vector (1). Es evidenle, que
a -+ (—a) = 0. Ahora, es [dcil demostrar que para la adicién
de veclores existe la operacion inversa: la sustraccion; la diferencia
de los vectores (1) y (2) es el vector &« — B -« | (— B), o sea,

a—p=(a;—by, ag—bsy, ..., a,—by). (6)

La suma de vectores de n dimensiones, definida por la férmu-
la (3), fue originada por la suma geométrica de vectores en el plano
o en el espacio de tres dimensiones, efectuada de acuerdo a la regla
del paralelogramo. En la geometria se define también el producto
de un vector por un nimero real (por un «escalar»): multiplicar
el vector e por el namero & significa, siendo & = 0, que el vector
o se alarga & veces (o que se conlrae, si & < 1), vy siendo &k =< 0,
que se alarga | k| veces y se cambia su direccion por la opuesta. Expre-
sando esta regla mediante las componentes del vector y pasando
al caso general considerado, obtenemos la definiciéon siguiente:

Se llama producto del vector (1) por el nimero k, al vector

kot = ak = (kay, kay, ..., kay), (N

cuyas componenles son iguales al producto de las correspondientes
componentes del veclor = por el nimero k.

De esta definicion se deducen las siguienles importanles pro-
piedades, cuyas demostraciones se dejan al leclor:

fe (o == B) = ko == kf; (8)
(k= Do=4Fka + la; (9
e (o) = (ki) 3 (10)

.ot =g, (11)
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Con la misma facilidad se comprueban, aunque pueden obtenerse
también como consecuencia de las propiedades (8) — (11), las
propiedades siguienles:

0-a=0, (12)

(—1)-a= —a; [$5)]

kra=0; (14)

si kee- 0, entonces k=0, o bien a=0. (15)

Il conjunto de todos los vectores de n dimensiones con compo-
nentes reales, considerado junto con las operaciones de suma de vec-
tores y de multiplicacion de un vector por un niimero, determinadas
en el mismo, se llama espacio vectorial de n dimensiones.

Subrayemos que en la delinicién de espacio vectorial de n dimen-
siones no eslti incluida ninguna multiplicacién de un vector por
otro vector. Seria ficil definir el producto de vectores: se podria
suponer, por ejemplo, que las componentes del producto de vectores
fuesen iguales a los productos de las componentes correspondientes
de los factores. Sin embargo, una tal multiplicacién no tendria
aplicaciones serias. Asi, pues, los segmenlos-vectores que parten
del origen de coordenadas, en el plano o en el espacio de Lres dimen-
siones, (¢e supone que se ha fijado un sistema de coordenadas), forman
un espacio vectorial de dos y de tres dimensiones, respectivamente.
Como se ha seiialado anteriormente, en este ejemplo, la suma de vec-
tores y el producto de un vector por un nimero tienen un sentido
geométrico importante, mientras que al produclo de vectores definido
mediante la multiplicacién de sus componentes no se le puede dar
ninguna significaciéon geométrica racional.

Veamos otro ejemplo mis. El primer miembro de una ecuacion
lineal con n incégnitas, es decir, la expresion de la forma

f=ax +ax@z + . .. + ann,

se llama forma lineal en las incognitas z,, s, . .., Tn. Is evidente
que la forma lineal f queda completamente determinada por el vec-
tor (ay, @z, ..., a,) de sus coelicientes; reciprocamente, todo
vector n-dimensional determina univocamente una forma lineal.
La suma de vectores y el producto de un vector por un nimero
se convierten en las operaciones correspondientes con las formas
lineales; estas operaciones fueron empleadas eficazmente por nosotros
en el § 1. La multiplicacién de los vectores definida medianie
el producto de sus componentes, no tiene tampoco en este ejemplo
ningin sentido.
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§ 9. Dependencia lineal de vectores

Se dice que el vector B, de un espacio vectorial de n dimensiones,
es proporcional al veclor o, si existe un nimero & tal que p = ko
(véase la férmula (7) del parrafo anterior). En particular, el vector
nulo es proporcional a cualquier vector o, debido a la igualdad
0=10.a. 8i p = kay B =0, de donde k == 0, entonces & = k1;
es decir, para los veclores no nulos, la proporcionalidad posee la
propiedad de simetria.

Una generalizacién del concepto de proporcionalidad de vectores
es la nocién siguiente (con la que ya nos encontramos en el § 4,
para el caso de las filas de las matrices): se dice que el vector B es una
combinacidn lineal de los vectores oy, ¢y, . .., @, si existen unos
nimeros Iy, Iy, ..., I; tales que

P=lioy+ yms ...+ L,

Por lo tanto, la j-ésima componente del vector B, j — 1, 2, . .., n,
en virtud de la deflinicion de la suma de veclores y del producto
de un vector por un nimero, es igual a la suma de los productos
de las j-ésimas componenies de los vectores oy, oo, . . ., ¢, por
los ntimeros !, I, ..., I, correspondientemenle.

Se dice que el sistema de vectores

Cyy Oy - -y Gpoyy Ty (r}/2) {1)

es linealmente dependiente, si al menos uno de estos vectlores puede
expresarse como combinacidn lineal de los demis vectores del sis-
tema (1); en caso conlrario, se dice que el sistema (1) es linealmente
independiente.

Senalemos otra forma de esta importantisima deflinicion: el sis-
tema de veclores (1) es linealmente dependiente, si existen unos

nomeros ky, ko, ..., k., entre los cuales al menos uno es diferente
de cero, de modo gue se verifica la igualdad
Ryorg 4 fegtty - L L e, =0, (2)

La demostraciéon de la equivalencia de estas dos deliniciones
no represenla dificullad alguna. Sea, por ejemplo, el veclor e, del
sistema (1), combinacién lineal de los demis vectores:

T LT ol e S RS S P POR
De aqui se deduce la igualdad
Loty b Lptta oo A 1poytpmy — o, = 0,

es decir, una igualdad de la forma (2), donde k; — I, para i =
=1,2, ..., r—1yk. = —1, es decir, k. = 0. Reciprocamente,
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supongamos que los vectores (1) estén ligades por la relacion (2),
en la que, por ejemplo, k. 5= 0. Entonces,
. ky | ) L
C‘-r—(—r C‘-r."("‘r]%‘i‘---'.‘( _;‘:_)ar—tv
es decir, resulla que el veclor ¢, es combinacion lineal de los vecto-
TS @y, Coy -+ oy Cp—y.

Ejemplo. El sistema de veclores
=05, 2, 1), = (—1, 3, 3), o3=(9, 7, 5), 2,=@3,8 T
es linealmente dependiente, puesto que los vectores estin ligados por la
relacion
Aoty — org — 3oty 2o, — 0.
En esta relacidon todos los coeficientes son diferentes de cero. Por otra parte.

entre nuestros veclores existen también otras dependencias lineales, en las que
algunos de los coeficientes son ignales a cero, por ejemplo

oty botg—og=0, 3uzi-az—2a;=0.

La segunda de las definiciones de dependencia lineal dada
anteriormente, se puede aplicar cuando r =1, o sea, al caso
de un sistema compuesto de un solo veclor cu: este sistema serd lineal-
mente dependiente cuando, y sélo cuando, . = 0. En efecto, si o = 0,
entonces, por ejemplo, para k = 1, se tiene koo = 0. Reciprocamente,
si ke = 0 y k=0, entonces, a = 0.

Sefialemos la siguiente propiedad del concepto de dependencia
lineal.

Si un subsistema del sistema de vectores (1) es linealmenle depen-
diente, lo es también todo el sistema (1).

En efecto, supongamos que los vectores &, &, ..., &, del
sistema (1), donde s < r, estan ligados por la relacion

feyoty + katta 4 . . .+ ks =0,

en la que no todos los coeficientes son iguales a cero. De aqui
se deduce la relacion

kyoty + kotto + ... Fhyots 400ty ... + 0.0, =0,

es decir, el sistema (1) es linealmente dependiente.

De esta propiedad se deduce la dependencia lineal de cualquier
sistema de vectores que contenga dos vectores iguales o, en general,
dos vectores proporcionales, asi como de cualquier sistema que con-
tenga al vector nulo. Obsérvese que la propiedad que acabamos
de demostrar se puede formular de otra manera: si el sistema de
vectores (1) es linealmente independiente, cualquier subsistema
del mismo es también linealmente independiente.
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Aqui surgen las preguntas: ;puede contener muchos vectores
un sistema linealmente independiente de vectores de n dimensiones?
y en particular, /existen tales sislemas con un nimero arbitraria-
mente grande de veclores? Para responder a estas preguntas, con-
sideremos en el espacio vectorial de r» dimensiones los veclores

e—, 0,0, ...,0),

ea=(0 1, 0, ..., 0) 3)

ta=(0, 0, 0, ..., 1),
denominados wvectores unitarios de este espacio.
El sistema de vectores unitarios es linealmente independiente. Sea

kisl -4~ r(fgl:q_ + e ke == 0
como el primer miembro de esta igualdad es igual al vector
(kyy feoy ooy k), Se tiene
' (hegs Jogyciny R)= 04

osea, f;, =0, | 1, 2, ..., n, puesio que todas las componentes
del vector nulo son ignales a cero y la ignaldad de veclores es equi-
valente a la igualdad de sus componentes correspondientes.

Por lo tanto, en el espacio vectorial de » dimensiones hemos
hallado un sistema linealmente independiente, compuesto de n veeto-
res. El leclor veri mdis adelante que en realidad, en este espacio
existen infinitos sistemas de éstos. Demoslremos, por olra parte,
el siguienle teorema:

Cualesquiera s vectores del espacio vectorial de n dimensiones
forman, para s > n, un sistema linealmente dependiente,

En efecto, supongamos que se han dado los vectores

&y = (i, @ ivvy Gins
Gy =@y, yp, ..., fyn),
g (@gys Wiy 505 Gun)s
Tenemos que elegic unos ndmeros ky, ky, ..., k,, no todos iguales
a cero, de modo que
feyoty L+ Fatte + .o kg, = (. (4)

Pasando de la igualdad (4) a las igualdades correspondientes
entre las componentes, obtenemos

"fll}lrl. ks ﬂ'zlkz b A L (131.).2, =1,
Aphy + @phia |- .. b agke=0,

Ay - @gnka .o gk, =0,
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Las igualdades (5) forman, sin embargo, un sisltema de n ecuaciones
lineales homogéneas respecto a ¢ incognitas &y, ks, . . ., &, El nime-
ro de ecuaciones en este sistema es menor que el nimero de incogni-
tas y, por consiguiente, como se ha demostrado al final del § 1, este
sistema tiene soluciones no nulas. Por lo tanto, se pueden elegir
unos mimeros &y, &., ..., &, no todos iguales a cero, que satisfaga
la condicion (4). Kl teorema queda demostrado.

Un gistema linealmente independiente de vectores de n dimen-
siones

@iy Bl o O (6)
se Hamari sistema linealmente independiente, maximal, si al agre-
garle cualquier vector B de n dimensiones, resulta un sistema lineal-
mente dependiente. Como en cualguier dependencia lineal gue liga
los veclores @y, ta, .. ., ¢, B, el coeficiente de f tiene que ser
diferente de cero (puesto gue, en caso contrario, el sistema (b) seria
linealmente dependiente), el vector B se expresard linealmente
mediante Jos vectores (6), Por ello, el sistema de vectores (6) es un sis-
tema linealmente independiente maximal, cuando, y solo cuando,
los vectores (B) son linealmente independientes, y cualquier vector p
de n dimensiones se expresa como combinacion lineal de ellos.

De los resnltados gue hemos obtenido anteriormente se deduce
que en el espacio de n dimensiones, lodo sistema, linealmente inde-
pendicnte, compuesto de n vectores, siempre es maximal, y también,
que cualquier sistema de vectores linealmente independiente maximal
no consta de mds de n vectores.

Todo sistema de vectores de n dimensiones, linealmente indepen-
diente, estd contenido, al menos, en un sistema linealmente inde-
pendiente maximal. En efecto, =i el sistema dado de vectores
no es maximal, se le puede agregar un vector de tal modo que
el sistema obtenido se manlenga linealmente independiente. Si este
sistema nuevo no es todavia maximal, se le puede agregar otro veclor
mds, ete. Naturalmente, este proceso no se puede continuar inde-
finidamente, puesto que cualquier sistema de veclores de n dimensiones,
compuesto de n -- 1 veclores, es ya linealmente dependiente,

Como cualquier sistema que consta de un s6lo vector no nulo
es linealmente independiente, resulla que cualquier vector no
nulo estd contenido en un sistema linealmente independiente maxi-
mal. Por consiguiente, en el espacio vectorial de n dimensiones existe
una infinidad de diversos sistemas de veclores linealmente indepen-
dientes marimales.

Surge la pregunta: jexisten en esle espacio sistemas linealmente
independientes maximales que contengan menos de n vectores,
o el nimero de veclores en cualquier sistema de éstos tiene que ser,
indispensablemente, igual a n? La respuesta a esla importanle pre-
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gunta se dard un poco mds adelante, después de hacer algunas obser-
vaciones.

Se dice frecnentemente, que el vector B se expresa linealmente
mediante el sistema de vectores

gy Ghpy wuey Oy, (.7)

si f es una combinacién lineal de ellos. Se comprende que, si el vec-
tor B se expresa linealmente mediante un subsistema de este sistema,
entonces se expresa lambién linealmente mediante el sistema (7).
Para demostrar esto, es suficiente tomar los otros vectores con los
coelicientes iguales a cero. Generalizando esta terminologia, se dice
que el sistema de vectores

ﬁ!' ﬁzv sy ﬂa (8)

se expresa linealmente mediante el sistema (7), si cada vector B;, i =
=1, 2 ..., sescombinacién lineal de los vectores del sistema (7).
Demostremos que para este concepto se cumple la ley tran-
sitiva: si el sistema (8) se expresa linealmente mediante el siste-

ma (7), y el sistema de veclores
Vv Vas «von Ve 1:9]

se expresa linealmente mediante ¢l sistema (8), entonces el sislema
(9) también se expresa lincalmente mediante el sistema (7).
En efecto

;
*.u-——}JI Libte #58% Bicowns B (10)

"
pero Bi= > Kiptm, i=1, 2, ..., 5. Sustituyendo en (10} estas
N e |

expresiones, obtenemos:

L T r 8

A A A

« Y= >.|’ "Ji( li '(!'Imccm) = 2. {E ;J('/l'fm)"x:m

i= e =1

m=1

o sea, cualquier vector y;, j = 1,2, ..., ¢ es combinacion lineal
de los vectores del sistema (7).

Dos sistemas de veclores se llaman equivalentes, si cada uno
de ellos se expresa linealmente mediante el otro. De la ley transitiva
que acabamos de demosirar, a la que satisface la propiedad de los
sistemas de vectores de expresarse linealmenle entre si, se deduce
el cumplimiento de la misma ley para el concepto de equivalencia
de los sistemas de vectores. De aqui también se deduce la afirma-
cion siguiente: siendo equivalentes dos sistemas de vectores, si un vector
se expresa linealmente mediante uno de estos sistemas, enlonces se
expresa también linealmenie mediante el otro.

No se puede afirmar que siendo linealmente independiente uno
de dos sistemas de vectores, equivalentes entre si, lo es también

5—252
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el otro. Si ambos sistemas son linealmente independientes, se puede
enunciar una proposicion importante sobre el niimero de vectores
que forman parte de ellos. Pero, dewmostremos primero el siguiente
teorema, que debido al papel gue va a desempeiiar en adelante,
lo denominaremos teorema fundamental.

Si en el espacio vectorial de n dimensiones se han dado dos sis-
temas de veelores:
() Oy, oy ey Cirs
(ll) Blf ﬁh gy ﬁsr
el primero de los cuales es linealmenle independiente y se expresa
linealmente medianie el segundo, entonces el mimero de vectores del
primer sistema no es superior al niimero de vectores del segundo sis-
tema, ¢s decir, r < s,

En efecto, supongamos que r = s, Por la hipdtesis, cada vector
del sistema (I) se expresa lincalmente mediante el sistema (I11):

oy Py - e L ayP
L TH1: PR B2 s A SIS S 2 s P (11)
2 ariﬁl -+ C(r'.’.pz g o c‘rsﬂ.s‘

Los coclicientes de estas expresiones lineales forman un sistema
de r vectores de s dimensiones:

Yo (21 @yzy oo ay),

Vo= {fa1y Gupy oo o)y
Vr=Aa@r1y Grzy .. ~» Ups).
Como r=s, vslos vectores son linealmente dependientes, o sea,
kl]’| +kavet oo hrye =10,
donde no todos los coeficientes Ay, ks ..., k, son iguales a cero.
De aqui, llegamos a las siguientes igualdades entre las componentes:
r
ul -
_Z,I;ﬂa[;-— 0, j_-'l, 2,.‘” 5. (12}
o

Consideremos ahora la siguiente combinacién lincal de los vectores
del sistema (I):
l)'71&:1 ‘:" kzaz 'JI‘ st krgr

2
o, abreviadamente, ) kio;. Aplicando (11) y (12), resulta:
=i

D ko= X ke (X aifi) = 2 (X kia) B;=0;
i=1 i=1 =1 i=1 1=t
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lo que, sin embargo, contradice a la independencia lineal del sis-
tema (1),

Del teorema fundamental que acabamos de demostrar se deduce
el resultado siguiente:

Dos sistemas equivalentes de vectores cualesquicra, linealmente
independientes, contiene el mismo nimero de vectores.

s evidenle que dos sistemas maximales cualesquiera de veclores
de n dimensiones linealmente independienles, son equivalentes.
Por consiguiente, se componen de un mismo namero de vectores,
¥y como existen sistemas de esle género compuestos de n vectores,
obtenemos por fin la respuesta a la pregunta que se hizo anlerior-
mente: toedo sistema de veclores linealmente independiente maximal
del espacio vectorial de n dimensiones consta de n veclores.

De los resultados obtenidos se pueden deducir también otras
congecuencias.

Si en un sistema dado de vectores, linealmente dependiente,
se han tomade dos subsistemas linealmente independientes maxi-
males, o sea, dos subsistemas a los cuales no se les puede agregar otro
vector del sistema sin vielar la independencia lineal, entonces estos
subsistemas contienen un mimero igual de veclores.

En efecto, si en el sistema de vectores

Oy Oloy = ooy Oy (13)
el subsiztema
Cyy Oy avwy Quy ST, (14)

es linealmente independiente maximal, entonces cualquiera de los
vectores g1y, ..., o, se expresard linealmente mediante el sis-
tema (14). Por olra parte, cualquier vector eo; del sistema (14)
se expresa linealmente mediante este sistema: es suficiente tomar
el mismo vector e; con el coeficiente 1, y todos los demis veelores
del sistema con el coeficiente 0. Ahora se ve ficilmente que los
sistemas (13) y (14) son equivalentes. De aqui se deduce que el sis-
tema (13) es equivalente a cualquiera de sus subsistemas linealmente
independiente maximales, por consiguiente, lodos estos subsislemas
son equivalentes entre si y. siendo linealmente independientes,
contienen un mismo niumero de vecltores.

Ll niamero de vectores de cualquier subsistema linealmente
independiente maximal de un sistema dado de vectores, se llama
rango de este sistema. limpleando esta nocion, deduzeamos otra
consecuencia mias del teorema fundamental,

Sean dados dos sistemas de vectores de r dimensiones

iy Clay ooy Sy (15)
y
Pro o -0 By (16)

o
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no necesariamente linealmenie independientes, y sea k, el rango del
sistema (15) y {, el rango del sistema (16). Si el primer sistema se expre-
sa linealmente mediante el segundo, entonces k <. 1. Si estos sistemas
son equivalentes, k = 1,

En efecto, sean

Oligy @fps =00y cc;h (17}

Bir ﬁis! -y 'B.i{ (18}

subsistemas arbitrarios linealmente independientes maximales de los
sistemas (15) y (16), respectivamente. Entonces, los sistemas (15)
y (17) son equivalentes entre si; esto mismo se refiere a los siste-
mas (16} y (18). Como el sistema (15) se expresa linealmente mediante
el sistema (16), resulta ahora que el sistema (17) también se expresa
linealmente mediante el sistema (16) y, por consiguiente, mediante
el sistema (18), equivalente a ¢!, después de lo cual no queda mas
que aplicar el teorema fundamental, empleando la independencia
lineal del sistema (17). La segunda afirmacién de la consecuencia
que demoslramos se deduce inmediatamente de la primera.

§ 10. Rango de una matriz

Dado un sistema de vectores de n dimensiones, surge la pregunta
natural. ¢(Fis linealmente dependienle esle sistema o no lo es? No
se puede esperar que en cada caso concrelo se obtenga sin dificultad
la solucion de este problema, Con un examen superficial seria dificil
observar alguna dependencia lineal del sistema de vectores

a=(2, —5, 1, —1), =1, 3, 6, 5), y=(—1, 4, 1, 2),

a pesar de que, en realidad, estos vectores estin ligados por
la relacitn
Too—3f+ 11y =0,

El § 1 proporciona un mélodo para la resolucién de este pro-
blema; como son conocidas las componentes de los vectores consi-
derados, llamando incognitas a los coeficientes de la dependencia
lineal buscada, obtenemos un sistema de eccuaciones lineales homo-
géneas, que se resuelve por el método de Gauss. En el presente pai-
rrafo se indicara otro método para abordar el problema considerado;
a la vez, nos aproximaremos considerablemente a nuestro objetivo
principal, que consiste en resolver sistemas arbitrarios de ecuaciones
lineales.
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Sea dada la matriz

Qyy Qyp - .. Gp

oy @ son
A= 21 W22 2n .

gy flgn « v Ggp

con s filas y n# columnas, donde los nimeros s y r no estan ligados
de ningin modo. Las columnas de esta matriz, consideradas como
vectores de s dimensiones, pueden ser, en general, linealmente
dependientes. El rango del sistema de columnas, o sea, el niimerc
maximo de columnas linealmente independientes de la matriz A4
(con mayor precision: el nimero de columnas que abarca cualquier
subsistema linealmente independiente maximal del sistema de colum-
nas), se llama rango de esta maltriz.

Se sobreentiende, que se podrian considerar de modo semejante
las filas de la matriz A como vectores de n dimensiones. Resulta
que el rango del sistema de filas de la matriz es igual al rango del
sistema de sus columnas, es decir, es igual al rango de esta matriz.
La demostracion de esla inesperadu afirmacion se obtendra después
de que indiguemos otra forma mas de definir el rango de ia matriz,
lo que propurcmnnrd a la vez un método para su cilculo,

Generalicemos primero ¢l concepto de menor al easo de matrices
rectangulares, Elijmnns arbitrariamente en la matriz A, k filas
y k columnas, £ < min(s, n). Los elementos situados en fas inter-
secciones de estas filas y columnas forman una matriz cuadrada
de FA-ésimo orden, cuyo determinante se llama menor de k-ésimo
ordern de la matriz A. A continuacion, nos van a interesar los 6rdenes
de los menores de la matriz 4, que son diferentes de cero, v, pre-
cisamente, el mayor de estos ordenes. Para hallarlo es conveniente
tener en cuenta la siguiente observacion: si todos fos menores de
k-ésimo orden de la matriz A son iguales a cero, entonces lambién
son iguales a cero todos los menores de orden superior. Fu electo,
desarrollando  cualquier menor de orden & -+ j, A<<k +j.<
< min (s, n), por los menores de cualesquiera k& [ilas, representamos
este menor, segin al teorema de Laplace, en forma de una suma
de menores de orden k, multiplicados por ciertos menores de orden j,
con lo que se demuesira que el menor de orden & - j es igual a cero.

Demostremos ahora el siguienle teorema sobre el rango de una
maltriz:

El orden superior de los menores, diferentes de cero, de una ma-
triz A, es igual al rango de esta matriz.

Demostracién. Sea r el orden superior de los menores de la ma-
triz 4, diferentes de cero. Supongamos —lo que no restringe la gene-
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ralidad de la demostracion—, que el menor D, de r-ésimo orden,
situado en ¢l angnlo superior de la izgnierda de la malriz A

TR TV (T P S T
D ]
cond
1 lﬂ,, B I PO TN B | T
' : = i *
Bppg, qe s ey, e iy, rite o ebpm
R ST P Haorine s -l

es diferente de ecro, ) == 0. Entonces, las primeras r columnas
de la malriz 4 sern lincalmente independientes entre si. Si hubiese
alguna dependencia lineal entre éstas. enlonees, como al sumar los
veetores sp simap sus componentes, entre las columnas del menor
D existiria la wmisma dependeneia lineal y, por consiguiente, el
menor f} seria igual a cero.

Demostremos ahora que cualquier -ésima eolumna de la ma-
triz A, r == {< n, os combinacion lineal de las primeras r columnas,
Tomemos cualquier i, 1< i<s, y formemos el determinante
auxiliar de (r  1)-ésimo orden

ype . o yefty

A

Qpyo s ety |7

fig. o o Alpftyy

que se obtiene sorlandor el menor D con los elementos correspon-
dientes de la /-6sima columna y de la i-ésima fila. Para cualquier i,
el determinante A; es igual a cero. lin efecto, si i > r, entonces
A; serd un menor de (r + 1)-ésimo orden de nuestra matriz A, y, por
lo tanto, es igual a cero, en virtud de la eleceion del namero r. Si ir,
entonces A; no serd ya un menor de la matriz A, puesto que no puede
ser obienido de esta matriz suprimiendo algunas de sus filus y cofum-
nas: sin embargo, el delerminanle A; contendrd ahora dos filas igua-
les y, por consignienle, serd de nuevo igual a cero.
Consideremos los complementos algebraicos de los elementos
de la altima fila del determinante A;. Es evidenle que el menor
D sirve de complemento algebraico para el elemento ay. Si 1 T
< r, el complemento algebraice del elemento a,; en A; serd el nilmero

fyge . 0y, joglly, jeye - flyrtly
; (e 1y i .
—‘lj (—1) ISR B LT R R

Arge v oflo jogfle jipe - Brrfley
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éste no depende de i y por eso se ha designado con 4 ;. Por lo tanto,
desarrollando el determinante A; por los elementos de su tltima
lila e ignalando a cero este desarrollo, puesto que A, = 0, obte-
nemos:

apdy+apdy . b ag A fagD =0,
de donde, en virtud de que D=£0,
A A. A
= —3'- a“—Tzﬂ-gg— e -—-—D'—r-ﬂ;,-.

Esta igualdad se verifica para todos los i, i =1, 2, ..., sy como
sus coeficientes no dependen de i, resulta que toda la /-ésima colum-
na de la matriz A es una suma de sus primeras r columnas, tomadas
; s Ay As Ar
respectivamente con los coef:(‘.wntes—T. YRR

Por lo tanto, en el sistema de las columnas de la matriz A hemos
hallado un subsistema linealmente independiente maximal com-
puesto de 7 columnas. Con esto queda demostrado que el rango
de la matriz A es igual a r, es decir, queda demostrado el teorema
sobre el rango.

Esle teorema proporciona un método para el cilculo prietico
del rango de la matriz, y también para la solucién del problema
sobre la existencia de dependencia lineal en un sistema dado de vec-
tores; formando una matriz para la que los vectores dados sirvan
de columnas, y calculando el range de esta malriz, obtenemos
el nimero mayor de vectores de nuestro sistema, linealmente inde-
pendientes.

El método para el cileulo del rango de una matriz, basado
en cl teorema sobre el rango, requiere el cileulo de un niimero
de menores de esta matriz que, aunque es finito, puede ser muy
grande. Sin embargo, la siguiente observacién da la posibilidad
de introducir en este método simplificaciones considerables. Si el lec-
tor examina otra vez mis la demosiracién del teorema sobre el rango
de la matriz, observari que al efectuarla no se aplico la igualdad
a cero de todos los menores de (r -+ 1)-6simo orden de la matriz A,
sino que se usaron solamente los menores de (r - 1)-6simo orden
que orlaban al menor dado D de r-ésimo orden, dilerente de cero
(0 sea, que lo contienen tolalmente dentro de si). Por lo tanto,
de la igualdad a cero solamente de estos menores, se deduce que r
es el maximo nimero de columnas linealmente independientes
de la matriz A. Esto Gllimo trae consigo la igualdad a cero de lodos
los menores de (r - 1)-ésimo orden de esta matriz. Llegamos a la
siguiente regla para el ecalculo del rango de una matriz:

Al caleular el rango de una matriz se debe pasar de los menores
de menor orden a los de orden mayor. Habiendo hallado un menor
D de k-ésimo orden diferente de cero, se deben calcular solamenle
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los menores de (k - 1)-ésimo orden que orlan al menor D: si todos
éstos son iguales a cero, el rango de esta malriz es igual a k.

Ejemplos.
L. Hallar ¢l vango de la maltriz
2 —4 3 1
1 —2 1 —4 2
A=lo 1—-1 31
4 —7T 4 —4 5

El menor de segundo orden, situado en el dngulo superior de la izquierda
de esta matriz, es igual a cero, Sin embargo, en esta matriz hay también
menores de segundo orden, diferentes de cero, por ejemplo,

—4 3
d= _91 #=0.
121 menor de tercer orden
2 —4 3
d'=|1 —2 1,
1] 1 —1

es un orlade del menor d, diferente de cero, ' =1, no obstante, los orla-
dos de euarto orden del menor d' son iguales a cero:

2 —4 3 1 2 -4 30
1 =2 44 {—2 12
0 1—1 3[=% [0 1 —11]|=%
4 —7 4 —4 4 —7 45

Por lo tanto, el rango de la matriz A es igual a tres.
5. Hallar un subsistema, linealmente independiente, maximal en el

sistema de veclores
=2, —2, —4) @g=(1, 9, 3}, ag=(—2, —4, 1), e,=(3, 7, —1).

Formamos la matriz
2414 —2 3
(ﬁzg_zf )
—43 1 -1

en la que los vectores dados sirven de columnas, El rango de esta-matriz es
igual a dos: el menor de segundo orden situado en el anguo superior de la iz-
quierda es diferente de cero, pero los dos menores orlados de él, de tercer orden.
son iguales a cero. De aqui se deduce que los vectores c, o, forman en el siste-
ma dado uno de los subsistemas linealmente independientes maximales.

Como consecuencia del teorema sobre el rango de una matriz,
demostremos la afirmacién ya enunciada anteriormente:

El mdzimo numero de filas lineatmente independienies de cual-
quier matriz es igual al mdximo nimero de sus columnas linealmentc
independientes, es decir, es igual al rangoe de la mairiz.
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Para la demostracion, irasponemos la malriz, o sea, sus
filas las hacemos columnas, conservando su numeracion. En la
transposicion, el miximo orden de los menores de la matriz dife-
rentes de cero no puede allerarse, pueslo que la trasponsicién no
altera al determinante y para cualquier menor de la matriz inicial,
el menor obtenido de él por transposicion esta contenido en la nueva
matriz y viceversa, De aqui se deduce que el rango de la nueva
matriz es igual al rango de la matriz inicial; éste a su vez es igual
al miximo nimero de columnas linealmenle independientes de la
nueva matriz, es decir, igual al midximo niimero de filas linealmente
independientes de la matriz inicial.

Ejemplo. En el § 8 se introdujo el conceplo de la forma lineal en n incognitas
y se diov la definicion de suma de formas lineales y de su producto por un nimero.
Esta definicién permite generalizar el conce rto de dependencia lineal, con todas
sus propiedades, para el caso de formas lineales.
Sea dado el sistema de formas lineales
fr=21+ 2y |23+ 32y,
fo Az — w0y - Dry— iy,
fa @y —das —zy— T,
far= 2y —ry— 75

Se necesita (bloFir en él un subsistema lincalmente independiente maximal.

Formemos [a matriz de los eoeficientes de estas [ormas:
i 2 132
4 —1 —5 —6
I —3 —4 —7
2 { —1 1]

¥ hallemos su vango. B meney de segunde orden, situado en ol dngulo superior
de la izquierda, ¢s diferente de cero. Pero. como ficilmente se comprueba, sus
cuatro determinantes orlados de tercer orden son iguales i cero. De aqui se
deduce que las primeras dos filas de nuestra matriz zon linealmente independien-
tes, mientras que la tercera v la cuarta son combinaciones lineales de ellas.
Por consiguiente, el sistema f,;, f, es el subsistema buscado del sistema dado de
formas lincales.

Sefalemos otra consecuencia importante del teorema sobre
el rango de una malriz.

Un determinante de n-ésimo orden es igual a cero enando, y sélo
cuando, entre sus filas existe una dependencia lineal.

i una direceion, esta afirmacion ya estd demostrada en el § 4
(propiedad &), Supongamos ahora que se ha dado un determinante
de n-ésimo orden igual a cero o, en otras palabras, una matriz cua-
drada de n-ésimo orden, cuyo finico menor de miaximo orden es igual
a cero. De aqui se deduce que el miximo orden de los menores
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de la matriz que son diferentes de cero es menor que 1, o sea, que el
rango es menor que 72, y, por lo demostrado anteriormente, las filas de
esta malriz son linealmente dependientes,

Se sobreentiende que en el enunciado de la consecuencia que
hemos demostrado se puede hablar de las columnas del determinante,
en lugar de las filas.

Existe también otro método para calcular el rango de una matriz que no
esta ligado con el teorema sobre el rango y que no requiere el cileulo de determi-
nantes. Pero se puede aplicar solamente cuando se quicra determinar el mismo
rango y no interese saber qué columnas (o filas) son las que precisamente forman
un sistema lincalmente independiente maximal. Veamos este método.

Se llaman transformaciones elementales de una matriz A a las signientes:

(a) la permutacion (trasposicion) de dos filas o de dos columnas;

(b) la multiplicacién de una fila (o de una columna) por un nimero arbi-
trario diferente de cero;

{¢) la suma a una fila (0 a una columna) de otra fila (columna) multipli-
cada por un nimero,

Ficilmente se observa que las transformaciones elementales no alteran el
rango de la matriz. En efecto, si, por ejemplo, se aplican estas transformacio-
nes a las columnas de la matriz, entonces o]l sistema de columnag, consideradas
como vectores, se sustituye por otro equivalente, Demostremos esto solamente
para la transformacion (¢}, puesto que para las (a) y (b), es evidente. Supongamos
que a la i-ésima columna se agrega la j-ésima columna, multiplicada por el nime-
ro k. Si antes de la transformacidn, los vectores

Chpy svey Efy voey Bfe =uvs O u}

servian de columnas de la matriz, después de la transformacién servirin de
columnas los vectores

Gy vony @)= @Koy ooy gy ey G (2)
£l sistema (2) se expresa linealmente mediante el sistema (1), La igualdad

oty =ot; — ket ;

muestra a su vez, que el sistema (1) se expresa linealmente mediante el (2). Por
consiguiente, estos sistemas son equivalentes, y sus subsistemas, linealmente
independientes maximales estdn compuestos de un mismo nimero de vectores.

Por lo tanto, para calcular el rango de una matriz, se puede simplificar
previamente mediante una combinacion de transformaciones elementales.

Se dice que una matriz que consta de s filas y n columnas es de forma diago-
nal, si todos sus elementos son iguales a cero, a excepeidn de los elementos ayy,
sy -eey @pp {donde 0 < r < min (s, n)), que son iguales a la unidad. Es evidente
que el rango de esta matriz es igual a r.

Toda matriz se puede reducir a la forma diagonal mediante transformaciones
elementales.

En efecto, sea dada la matriz

@4 ... g0



§ 10 Rango de una matriz 75

Si todos sus elementos son iguales a cero, esta tiene la forma diagonal. Si en ella
hay elementos diferentes de cero, trasponiendo filas y columnas se puede con-
seguir que el t_leme-nlo @y Sed diferente de cero. Multiplicando después la prime-
ra fila por ayl, convertimos el elemento ayy en la unidad. Restando ahora de la
j-ésima columna, j =1, la primera columna, multiplicada por a;;, se qmtltuvo
por cero el elemento ay;. Efectuandoe esta transformacion con to éas las colum-
nas, comenzando con la segunda, ¥ también con todas las filas, llegaremos a la
matriz de la forma:

1 0 0
0 apy ... a3y

LU S RPN M

Luego efectuamos estas mismas transformaciones con la matriz que queda en el
angnlo inferior de la derecha, ete., ete., Después de reiterar este proceso una
cantidad finita de veces, llegaremos a la matriz diagonal que tiene el mismo
rango que la matriz inicial A.

Por lo tanto, para hallar el rango u’e wna matriz hay que redieir esta matriz
medianle transformaciones elementales a la forma diagonal y calewfar el mimere
de unidades que hay en sw diagonal principal.

Ejemplo. Hallar el rango de la malriz

02 —4
—1 —4 5
Fas i 1 i .
{ 5 —10
2 3 0

Trangsponiendo en esla matriz la primera ¥ segunda columna, y mulli-

. 5 . . 1 .
plicando la primera fila por el nmimero —, llegamos a la matriz

2
1 0 =2
—4 —1 a
1 37 .
5 0 —10
3 2 Q

Agregando a su tercera columna Ly primera duplicada y agregamndo después a cada
una de las demds filas un multiplo de la nueva primera fila, oblenemos lo matriz

I 0 1]
-1 =3
4] 3 9
0 1] 0
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Finalmente, multiplicando la segunda fila por —1, restando de la tercera colum-
na la segiunda. multiplicada por tres, y restando de la lercera y quinta filas
unos miltiplos de la segunda fila nueva, llegaremos a la forma diagonal buscada

L 0 o
0 1 0
[V ]
o 0 0
o 0 a0

Por lo tanlo, el rango de la malriz A es igual a dos.

En el cap. 13 nos encontraremos otra vez con las transformaciones elemen-
tales y con la forma diagonal de la matriz; pero serin matrices cuyos elementos
no seran ndmeros sino  polinomios.

§ 11. Sistemas de ecuaciones lineales

Estudiaremos ahora sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales,
sin suponer que el niimero de ecuaciones sea igual al nimero de incog-
nitas. Nueslros resultados se podrin aplicar también al caso (que
quedé sin examinar en el § 7) en el que el nimero de ecuaciones sea
igual al nimero de incdgnitas, siendo el determinante igual a cero.

Sea dado un sistema de ecuaciones lineales

ATy ATy oo b @y = by,
Aoy Xy 1 Qaody 4 o oo - Aoy = b, (1)
UuiT) + BagTo+ - - - | Bonn = by

Como sabemos por el § 1, anle todo se debe resolver el problema
sobre la compatibilidad de este sistema. Con este fin, tomemos
la matriz A de los coeficientes del sistema y la matriz «amplia-
da» A, obtenida al agregar a la matriz A la columna de los términos
independientes,

Ay fyy o oo Ay Ay Az .. Gy by
Aoy gy ... Aoy, - Qay @as ... Gop b

A oo 2 ; A i 1 an M2 !
Qg gy oo Qup @gy Qgp - - - @sn by

y calculemos los rangos de estas matrices. s ficil ver que el rango
de la matriz A, o es igual al rango de la matriz A, o es mayor en
una unidad. En efecto, tomemos un sislema maximal de columnas
de la matriz A, linealmente independiente. Este también sera lineal-
mente independiente en la maltriz 4. Si conserva también la pro-
piedad de ser maximal, o sea, que la columna de los términos inde-
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pendientes se expresa linealmente mediante el mismo, entonces los
rangos de las matrices 4 v A son iguales; en caso contrario, agregando
a este sistema la columna de los términos independienles, obtenemos
el sistema linealmente independiente de columnas de la matriz A4,
que en ésta serd maximal,

El problema de la compalibilidad de un sislema de ecuaciones
lineales se resuelve difinitivamente con el siguiente teorema.

Teorema de Kronecker-Capelli. El sistema de ecuaciones (1)
es compatible cuando, y silo cuande, el rangoe de la matriz amplia-
da A es igual al range de la matriz A.

Demostracién. 1. Supongamos que el sistema (1) es compatible
vy que Ky, &2, ..., k, es una de sus soluciones. Sustituyendo estos
numeros en lugar de las ineognitas del sistema (1), oblenemos 5 iden-
tidades, que muestran que la altima columna de la matriz A es una
suma de todas las demds columnas, tomadas con los coeficientes
by, sy oo, Ky, respectivamente. Cualguiera olra columna de la ma-
triz s forma parte también de la malriz A y, por eso, se expresa
linealmente mediante todas las columnpas de esta matriz. Reciproca-
mente, toda columna de la matriz A es también eolumna de la ma-
triz A, o sea, se expresa linealmente mediante las columnas de esta
matriz. De aqui se deduce que los sistemas de columnas de las matri-
ces A v A son equivalentes entre si, Porconsiguiente, como se demos-
tré al final del § 4, estos dos sistemas de veclores de s dimensiones
tienen un mismo rango; en otras palabras, los rangos de las malri-
ces Ay A son iguales entre si.

2. Supongamos ahora que las matrices A y A Lienen un mismo
rango. De esto se deduce, que cualquier sistema linealmente inde-
pendiente maximal de columnas de la matriz 4 se mantiene también

en la matriz A como sislema linealmente independiente maximal.

PPor o tanto, la Wiltima celumna de la matriz A se expresa lineal-
menle mcdumte esle sistema y, por consigniente, mediante el sis-
tema de columnas de la matriz A. Asi que exisle un sistema de coe-
ficientes £y, ko, . .., A, tal que la suma de las columnas de la ma-
triz /1, tomadas con estos coeficientes, es igual a la columna de los
términos independientes. De agul gue los ndmeros &, k., . by
formen una solucidn del sistema (1). Por ello, Ia coincidencia de los
rangos de las matrices A y A trae consigo la compalibilidad del
sistema (1),

El teorema queda demostrado.

Al aplicar esle leorema en los ejercicios priclicos, es necesario
caleular primero el rango de la matriz 4. Para esto hay que hallar
uno de los menores de la mairiz que sea diferente de cero y euyos
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orlados sean iguales a cero; sea éste el menor M. Después se deben
calcular todos los menores de ta matriz A que son orlados de A, pero
gte no estén conlenidos en A (los llamados determinanies caracte-
risticos del sistema (1)). Si todos éstos son iguales a cero, el rango
de 1a matriz A esx igual al rango de la matriz A ¥, por consiguiente,
el sistema (1) es compatible; en caso conlrario, es incompatible,
De aqui gue el teorema de Kronecker-Capelli se pueda enunciar
del modo signienle: el sistema de ecuaciones lineales (I es compa-
tible cuando, y silo cuando, lodos sus determinantes caracteristicos
son liguales a eero,

Supongamos ahora que ¢l sistema (1) es compatible. El teorema
de Kronecker—Capelli, mediante el que establecemos la compa-
tibilidad de este sistema, afirma la existencia de una solucion;
mas éste no proporciona ningin métode para la averiguacién prictica
de todas [as seluciones del sistema. Pasemos ahlora a resolver este
problema.

Supongamos que la matriz A es de rango r. Como se ha demos-
trado en el pirralo anterior, r es el miximo nimero de filas lineal-
mente independientes de la malriz A, Para precisar, supongamos
que las primeras ¢ filas de la matriz A son linealmente independien-
tes, v que cada una de las demds es combinacion lineal de ellas.
Entonces, las primeras r filas de la malriz A seran también lineal-
mente independicntes: toda dependencia lineal enlre ellas serin
también una dependencia lineal entre las primeras r filas de la ma-
triz A (ivéase la definicion de la suma de vectores!). De la coinci-
denciz de los rangos fe las matrices A y A se deduce que las pri-
meras r filag de la matriz A forman en ésta un sistema maximal de
filas linealmente independiente, o sea, que cualquier otra fila
de esta malriz es combinacidn lineal de ellas.

De aqui se deduce que cualquier ecuacion del sistema (1), se pue-
de representar como una suma de las primeras r ecuaciones, lomadas
con ciertos coeficientes, lin consecuencia, cualguier solucién simul-
tdnea de las primeras r ecuaciones satisface también a todas las
ecuaciones del sistema (1). Por consiguiente, es sufliciente hallar
todas las soluciones del sislema

ATy ATy - oo b Byl = by,
o Ty - Qap@y -« -+ + UapTp == g,

2)

dply + @raka o e, = br-
Como las filas formadas por los coeficientes de las incognitas

en las ecuaciones (2) son linealmente independientes, o sea, la ma-
triz de Jos coeficientes es de rango r, se tiene que r < n. Ademas,
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al menos uno de los menores de r-ésimo orden de esta matriz es dife-
rente de cero. Si r = n, entonces (2) serd un sistema con igual niimero
de ecuaciones que de incognitas y con un determinante diferente
de cero, por lo que éste y Lambién el sistema (1), tendrin solucién
unica, que es precisamente la que se calcula por la regla de Cramer.

Supongamos ahora que r << n, y para precisar, supongamos que
es diferente de cero el menor de r-ésimo orden, formado por los
coeficientes de las primeras r incognitas. Traslademos al segundo
miembro, en cada una de las ecuaciones (2), todos los términos que
contienen las incognitas z,.,, , . .., x, y elijamos para estas incog-
nitas algunos valores ¢,.,, ..., ¢,. Obtenemos un sistema
de r ecuaciones

ATy + Qua@y + o oo Qe = By — Ay, r44Crag — . . . —QynCy,

ATy + Aopy + oo F Aty by —dy, riCpsy — .. —amey, 3
ApyZy | Aot oo A A= b —@p riyCri— ... — ey,
con respeclo a r incognitas, ay, s, ..., . A esle sistema se le pue-
de aplicar la regla de Cramer, poseyendo por lo tanlo, una solucion
unica, ¢y, €s, . .., ¢,;; es evidenle gue el sistema de nimeros
Cyy €y o voy €y Coigy o . .. €4 represenla una  solucion del siste-
ma (2). Como los valores ¢y, . . ., ¢,, para las incognitas ar..,,

.oy &y, lamadas incignitas independientes, podian ser {‘|(‘gl[]u‘%
arbitrariamente, se pueden obtener de este modo infinitas soluciones
digtintas del sistema (2),

Por otra parte, toda solucion del sistema (2) se puede oblener
por el método indicado: i se ha obtenido alguna solucion ¢, ¢a, .

.+, €, del sistema (2), como valores para las incognitas indepen-
dientes tomamos log ndmeros ¢4, . . ., €,. Vntonces, los nime-
ros €y, Ca, . . ., ¢, serin solucion del sistema (3) y, por consiguiente,
formarin la dnica solucion de este sislema, que se caleula por
la regla de Cramer.

Todo lo expuesto anleriormente se resume en la siguiente regla
para la solucién de un sistema arbitrario de ecuaciones lineales:

Sea dado un sistema compatible de ecuaciones lineales (1) y sea
r el rango de la matriz A de los coeficientes del sistema. Elijamos
en A, r filas lincalmente independientes y dejemos en el sistema (1)
solamente aquellas ecuaciones, cuyos coeficientes forman parle de las
filas clegidas. Dejemos en los primeros miembros de estas ecuaciones
v incdgnitas, de modo que el determinante formado por los coeficien-
tes de cllas sea diferente de cero, mientras que las olras incégnitas
lasconsideramos independientes, trasladdndolas a los segundos miembros
de las ecuaciones, Dando valores numéricos arbitrarios a las incignitas
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independientes y caleulando los valores de las demds incignitas por
la regla de Cramer, oblenemos todas las soluciones del sistema (1).
He aqui de nuevo el enunciado del resultado obtenido:
Un sistema compatible (1) tiene solucidn inica cuando, y silo
cuando, el rango de la matriz A es igual al nimero de las incégnitas.
Ejemplos. 1. Resolver el sistema
Sy — #pt2z3— 1,17,
2ry b xofdzy—2x,—1,
ry— dzg—bzg bz, =0.
B rango de Ja matriz de los coeficientes es igual a dos: el menor de segundo
orden, situado en el dngulo superior de la izquierda de esta matriz, es diferente

de cero, pero ambos menores orlados de tercer orden son iguales a cero.
El rango de la matriz awpliada es igual a tres, puesto que

D —17
2 1 1]l=—80 0.
I —30

De agui se deduce gue el sistema es incompatible.
2. Resolver el sistema
T.‘J,’i-':'32.‘2=- 2,
7 — 2y = —3,
dry —-8xs—= 11
El rango de la matriz de loz coeficientes es ignal a dos, o sea, es igual al
nimero de incognitas; el rango de la matriz ampliada también es igual a dos,
Por lo tanto, el sistema es compatible y tiene solucién unica. Los primeros
miembros de las primeras dos ccuaciones son linealmente independientes; resol-
viendo el sistema de estas dos ecuaciones, obtenemos los siguientes valores para
las incignitas:
23
Ty ———, TS ———.
! A
Vemos ficilmente que esta solucién satisface tambifn a la tercera ecuacion,
3. Resolver el sistema
i Ay—R2ag— ot =1,
3ry— 3y Tgday-dzp=4,
xy -"—512—-933—-82’5 I g ={.

Il sisterma es compatible, puesto que el rango de la matriz ampliada al igual
ue el de la matriz de los coelicientes es igual a dos. Los primeros miembros
ge la primera y tercera ecuaciones son linealmente independientes, puesto
que los coelicientes de las incignitas z, y 2, forman un menor de segundo
orden diferente de cero. El sistema de estas dos ceuaciones lo resolvemos supo-
niendo que las incdgnitas z3, z;, x5 son independientes; para ello, trasladamos
éstas a los segundos miembros de las ecuaciones y suponemos que ya se les han
atribuido valores numéricos. Aplicando la regla de Cramer, obtenemos:

1 3
=T Ty T e
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Estas igualdades determinan la selucidn general del sistema dado: asignan-
do a las incdgnitas independientes valores numéricos arbitrarios, obtenemos
todas las soluciones de nuestro sistema. Asi pues, son soluciones de nuestro siste-
ma, por ejemplo, los vectores (2, 5, 3, 0, 0), (3, 5, 2, 1, —2), (0, — 1?,—1, 1, —:—).
ete, Por otra {)ar@e, sustituyendo las expresiones para z; y z; de la solucién
general en culquiera de las ecuaciones del sistema, por ejemplo, en la segunda,
que fue anteriormente excluida, oblenemos una identidad.

4. Resolver el sistema

by ap—2x5 | x;= 3,
2y —2rp— zg-2x,= 2,
2y - By — ry = —1,
3zt 3rp— zp—3x,= 1.

A pesar de que el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas,
no se puede n[]hcar la regla de Cramer, pues el determinante del sistema es
igual a cero. El rango de la matriz de los coeficientes es igual a tres: en el dngulo
superior de la derecha de esta matriz estd situado un menor de tercer orden,
diterente de cero. El rango de la matriz ampliada también es igual a tres, es
decir, el sistema es compatible. Examinando solamente las primeras tres ecua-
ciones y tomando la incégnita z; como independiente, obtenemos la solucién
general en la forma:

1 2 8
Fg= ———Txi, Ty== —-E—Ir

5. Sea dado un sistema compuesto de n - 1 ecuaciones respecto a n incég-
nitas. La matriz ampliada 4 de este sistema es cuadrada, de orden pn - 1.
Signuestro sistema es compatible, entonces, segiin el teorema de Kronecker-
Capelli, el determinante de la matriz A tiene que ser igual a cero.

Asl, pues, sea dado el sistema

x4 —8Birg - 3,
2xy - omp = 4,
dxy -Tag= —4.

El determinante de los coeficientes y de los términos indepindientes de eslas
ecuaciones es diferente de cero:

t —8
2 1
4 7 —4

por lo tanto, el sistema es incompatible.

En general, Ia afirmacidn reciproca no es justa: de la igualdad a cero del
determinanle de la matriz A no se deduce la coincidencia de los rangos de las
matrices A y A.

6-—-252
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§ 12. Sistemas de ecuaciones lincales homogéneas

Apliguemos los resultados del parrafo anterior al caso de un sis-
tema de ecuaciones lineales homogéneas:

TPl o T I o I E 0,
Uy + Bpp®g - - o - b Condy =0, 0
BoyTy + Beakp-i- + o o+ Qynn =0,

Del teorema de Kronecker-Capelli se deduce que este sislema
siempre es compatible, puesto que, agregando una columna de ceros,
no se puede elevar el rango de la matriz. Por cierlo, esto se observa
inmediatamente, ya que el sistema (1) siempre posee la solucidn
rula (0, 0, ..., 0)

Supongamos que la matriz A de los coeficientes del sistema (1)
es de rango r. Si r=n, la solucidn nula es la inica solucidn del sis-
tema (1); si r<<n, el sistema posee también soluciones diferentes
de la nula; para hallar todas estas soluciones se emplea el mismo
método que anteriormente se usd en el caso de un sistema arbitrarie
de ecuaciones. Bn particular, un sistema de n ecuaciones lineales
homogéneas con n incignitas tiene soluciones diferentes de la nula
cuando, y sélo cuando, el determinante de este sistema es iguatl a cero®.
En efecto, la igualdad a cero de este determinante es equivalente
a la afirmacién de que el rango de la matriz 4 es menor que 2. Por
otra parte, si en el sistema de ecuaciones lineales homogéneas el nime-
ro de ecuaciones es menor que el rimero de incégnitas, el sistema
posee indispensablemente soluciones dijerentes de la nulg, puesto
que en cste caso e} rango no puede ser igual al nimero de las incog-
nitas; este resultado fue obtenido en el § 1 por medio de olros
razonamientos.

Veamos en particular el caso de un sistema, compuesto de n — 1 ecraciones

homogéneas con respecto a4 » incégnitas, en el que se supone que los primeros
miembros de las ecuaciones son linealmente independientes entre si. Sea

ayq &12 ses Mg
[ PR
“I.: ﬂz‘ :2 2“
fn.i, 1 On-1,2 +++ On-in

la matriz de los coeficientes de este sistema; designemos con M; el menor de
{n — 1)-6simo orden, obtenido después de suprimir en la matriz A la i-ésima
columna, { = 1, 2, ..., n. Entonces, una de las soluciones de nuestro sislema se-
ré el sistema de nimeros

Mgy, =My, Mg —My, ..., (—1)7"1 My, @

* Una mitad de esta afirmacion se demostré ya en el § 7.
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v cualquier otra solucidn serd proporcional a ésta.

Demostraciéon. Como, por hipdtesis, el rango de la matriz A es igual
an — 1,uno de los menores M; tiene que ser diferente de cero; supongamos
que sea M,. Tomemos la incdgnita z, como independiente y la traslademos al
sogundo miembro en cada una de las ecuaciones, obteniendo:

\ .
¥y - 8gaTp-ba.. i 8y, p-1¥noy= —anTn,
[V -+ Agpra-t=...-+  @a, n_4Tp_|= —ApnTn,
8n_4, 124+ 8ny, %2} - - -+ Bng, n=1Fn_1 = —ln_y, nTn.

Aplicando ahora la regla de Cramer, obtenemos la solucién general del sistema
dado de ecuaciones, la cual, después de sencillas transformaciones, puede ser
expresada de la forma siguiente:

M 3

zy = (— 1)1 M; Ty i=1, 2, ..., n—1. 3

Haciendo z, — (—1)"-1 M,, obtenemos: z( = (—1)2"=i-1 M, ¢ =1, 2,...,n—1,
o bien, como la diferencia (Zn — i — 1) — (i — 1) = 2n — 2i es un nimero

par, r; = (—1)'"1 M, es decir, el sistema de nimeros (2) es verdaderamente
una ﬁniucidn de nuestro sistema de ecuaciones. Cualquier otra solucidn de este
sistema se obtiene de las {érmulas (3) con atro valar nimerico de la incignita
z,, por lo que serd proporcional a la solucién (2). Se comprende que la afirma-
cion considerada es justa también cnando M, = 0, siendo diferente de cero
uno de los menores My, 1 </ < n — 1.

Las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas

poseen las siguientes propiedades. Si el vector B = (by, bs, ...
..., by) es una solucion del sistema (1), entonces, para cualquier
numero k, el vector kfp = (kby, kbs, ..., kb)) también serid solu-

cion de este sistema. Esto se comprueba inmediatamente por sus-
titucién en eualquiera de las ecuaciones (1). Si, ademis, el vector

v = (cy, €2, ..., ¢} es otra solucidn del sistema (1), el vector
By = (bt ey, bp oo ..., b, ley) tambidn serd solucién
de este sistema:

n L n

_El au(b‘,-}—c_,) = l‘; ﬂ,-j{i_;—i—j}_‘; ajicy '-—-0, b= 1. 2. . 1

= j= =

PPor eso, en general, cualquier combinacién lineal de soluciones del
sistema homogéneo (1) serd también soluciin de este sistema. Obsér-
vese que en el caso de un sistema no homogéneo, o sea, de un sistema
de ecuaciones lineales, cuyos términos independientes no son todos
iguales a cero, la afirmacién correspondiente no se cumple: ni la
suma de dos soluciones de un sistema de ecuaciones no homogéneas,
ni el producto de una solucion de este sistema por un niimero, sera
ya solucion de esle sistema.

Por el § 9 se sabe que cualquier sistema de vectores de n dimen-
siones, compuesto de mds de » vectores, es linealmente dependiente.
De agui se deduce que entre las soluciones del sistema homogé-
neo (1) (como es sabido, éstas son vectores de n dimensiones) se pue-

[d
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de elegir un sistema jirifo lincalmenle independiente maximal
de modo que sea maximal en el sentido de que cualquier otra solu-
cion del sistema (1) sea combinacion lincal de las soluciones que
forman parte de esle sistema elegido. Todo sistema maximal de solu-
ciones linealmente independientes del sislema de ecuaciones homo-
géneas (1), se llama sistema fundamental de soluciones.

Subrayemos olra vez mas que un vector de n dimensiones es solu-
cién del sistema (1) si, y sélo si, éste es combinaeton lineal de los
vectores que forman el sistema fundamental dado.

Se entiende que existirdi un sistema fundamental solamente
en el caso en que el sistema (1) tenga soluciones no nulas, o sea,
cuando el rango de su malriz de los coelicientes sea menor que
el niimero de las incognitas. En tal caso, el sistema (1) puede tener
muches sistemas de soluciones fundamentales diversas. Sin embargo,
todos cstos sistemas seran equivalentes entre si, puesto que cada
vector de cada uno de estos sistemas se expresa linealmente mediante
cualquier otro sistema. Por ello, los sistemas constan de un mismo
nimere de soluciones.

Subsiste el siguiente teorema:

St el rango v de la matriz de los coeficientes de un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneas (1) es menor que el nimero de las incig-
nitas n, enlonces cualquier sistema fundamental de soluciones del
sistema (1) consta de n — r soluciones.

Para la demostracion, observemos que n — r es el nimero
de incognitas independientes en ol sistema (1}; supongamos que
las incOgnitas independientes son: Z,i, Tz, . . ., Ty, Considere
mos un determinante cualquiera d, de orden n — r dilerente de cero,
que lo escribiremos de la forma siguiente:

€, rets Cp, 2. s B
d— Cy, rity Ca, reo, eay Cop .
Cner, ritr Cner, r421 + o1 Cn=r, n

Tomando los elementos de la i-ésima fila de esle determinante,
1ig n—r, como valores para las incognitas independientes,
obtenemos como es sabido, unos valores univocamente determinados
para las inedgnitas x, @, . .., T, 0 sea, Hegaremos a una solu-
cién completamente determinada del sistema de ecuaciones (1)
escribamos esta solucidn en forma de vector

ty=1{C11s €izs + -1 Ciry Ci, raty €1y p4y -+ oy Cin)e

El sistema obtenido de vectores o, @2, ..., Q- representa
un sistema fundamental de soluciones del sistema de ecvaciones (1).
En efecto, este sistema de vecltores es linealmente independiente,
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puesto que la matriz formada por estos vectores como filas contiene
un menor d, de orden n — r, diferente de cero. Por otra parte, sea

B="_(bs, bo, ..., by bress brizy - .., bn)

una solucion arbitraria del sistema de ecuaciones (1). Demostremos
que el vector p se expresa linealmente mediante los vectores
Oy, Pz, ..y Cly—r.

Designemos con aj, i =1, 2, ..., n—r, la i-ésima fila del
determinante d, considerada como un vector de (r—r) dimensiones
y sea

ﬁ" = leh br+2~ ity bn)-

Los vectores af, i=1, 2, . .., n—r sonlinealmente independientes,
va que d==0. Sin embargo, el sistema de vectores de (n —r) dimen-
siones
GE;E "1;, T — Q’-;l r i‘"
es linealmente dependiente, debido a que en éste el nimero de vecto-
res es mayor que las dimensiones de ellos. Por consigniente, existen
unos numeros Ky, ko, ..., k-, tales que
B =k - kotg -+ o - o Rn-rtin oy (4)
Examinemos ahora el vector de n dimensiones
62;!';'351 7 L S e S o A
El vector §, siendo combinacion lineal de las soluciones del sistema
de ecuaciones homogéneas (1), representa lambién una solucion
del mismo. De la igualdad (4) se deduce que en la solucidn 8 los
ralores para todas las ineognitas independientes son iguales a cero.
No obstante, la tnica solucion del sistema de ecuaciones (1) que
resulta con los valores iguales a cero para las incognitas indepen-
dientes, es la solucion nula. Por lo tanto, & = U, de donde
[V N A e P U S S
El teorema queda demostrado.

Obsérvese que la demostracion expuesta nos permite afirmar
que tomando por d todos los determinantes posibles de orden n—r,
diferentes de cero, obtenemos todos los sistemas [undamentales
de soluciones del sistema de ecuaciones homogéneas (1).

Ejemplo. Sea dado el sistema de ecuaciones lincales homogéneas *

dxy -l ga— Bxg - 2a,t- 350,
2ry— 23— dzg— Tr, 4 2z;=0, J}
Ty 1lzy — 1225 341;—.11, =10, {

ry— dxp-t Barg— e, -1
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E! rango de la matriz de los cocficientles es ipual a dos; el pimere de
inchgnitas es igual a cinco. Por consiguiente, cualquier sistema fundamental
de soluciones de este sistema de ecuaclones consta de tres soluciones. Resolva-
mos el sistema limitindonos a las dos primeras ecuaciones linealmente indepen-
dientes y tomando como independientes las incognitas z3, =z, z5. Obtenemos
la solucion general do la forma:

19 3 1
xt-_:—-s— xg-! F:r"_l’_-. T
x4 x____‘.i.ﬁ: L
- B L T

Tomemos lhiego los siguientes tres vectores de tres dimensiones, linealmente
independientes: (1, 0, 0}, (0, 1, 0}, (0, 0, 1), Sustituyendo las componentes de
cada uno de ellos en la soluciin general, en calidad de valores para Sas incogni-
tas independientes, v, calculando los valores para z; y x», obtenemos el siguien-
te sistema fundamental de soluciones del sistema dado de ecuaciones:

19 7 5 o )
ap= (‘g-, 5 b0 ﬁ) y Gy {"g. “%. o 1, 9) s

s (-__i-, +.0.0, ).

Por tltimo, consideremos la relacion que existe entre las solu-
ciones de los sistemas homogéneos y ne homogéneos. Sea dado
un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas:

@y Ty b ATy o+ o o @@ = by,
Uoyy - @paTy - o o0 dogdy = ba, )
ayTy + @y -|- -« - | QenTn = by

1 sistema de ecuaciones linecales homogéneas
ATy EppTs 4 .o - GynTy =0,
‘@oyTy - BTt - F ApnTn =10, 6)
ATy - Qoo+ - o« + U Tn =1,

obtenido del sistema (5) al sustituir por ceros los términos inde-
pendientes, se llama sistema reducids. Entre las soluciones de los
sistemas (5) y (6) existe una notable relacién, como lo muestran
perfectamente los dos teoremas siguientes:

1. La suma de cualquier solucién del sistema (D) con cualquier
solucidn del sistema reducido (B) serd nuevamente solucién del sis-
tema (5).

En efecto, sea ¢y, €3, ..., €, una solucién del sistema (5)
ydy, ds, ..., d,, una soluciéon del sistema (6). Tomemos cualgniera
de las ecuaciones del sistema (5), por ejemplo la k-ésima, y susti-
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tuyamos en ella, en lugar de las incognitas, los nimeros ¢, + dy,
¢ — ta, ..., €y T dy. Resulta:

Z apjlcy-t d;)—_ 'amf.f o+ 21 yidy= by 0= by.

I1. La diferencia de dos seluciones cualesquicra del sistema
es solucidn del sistema reducido (6).

Iin efecto, sean ¢y, ¢, ..., €, ¥ €}, €5, . . ., ¢y dos soluciones
del sistema (5). Tomemos cualquiera de las ecuaciones del siste-
ma (6), por ejemplo la k-ésima, y sustituyamos en ella, en lugar
de las incOgnitas, los nimeros

Cy—Cpy C3—Cqy «uny Cp—Crs

Resulla:

1 . %l al .
>_-1 ayj(c;—ej) = L ap j€j— }_. ay ;= by — by =0,
i= i1 =1

De estos teoremas se deduce que, hallando una soluciin del sis-
tema de ecuaclones lincales no homogéneas (5) y sumdndola con cada
una de las soluciones del sistema reducido (6), obtenemos todas las
soluciones del sistema (D).



CAPITULO 111
ALGEBRA DE LAS MATRICES

§ 13. Multiplicacion de matbeices

En los capitulos anteriores el concepto de matriz se habia empleado
como un instrumento auxiliar, esencial para el estudio de los sis-
temas de ecuacianes lineales. Las numerosas y diversas aplicaciones
de este concepto coniribuyeron a convertirlo en el objetivo de una
amplia teoria particular gue, en gran parte, sale fuera de los mir-
genes de nueslro curso. Ahora nos ocuparemos de los fundamentos
de esta teoria qué comienza definiendo de un modo original, pero
bien fundamentado, dos operaciones algebraicas: la suma y la mul-
tiplicacion, aplicables al conjunto de todas las matrices cuadradas
de un orden dado. Examinemos primero la definicién del producto
de matrices; la suma de matrices la veremos en el § 15.

Por el curso de geometria analitica se sabe que al girar los cjes
de un sistema rectangular de coordenadas en el plano, en un dngu-
lo @, las coordenadas de los puntos se transforman segun las for-
mulas siguientes:

r=x" cosa—y sen «,

y==a'sena -y cosa,

donde z, ¥ son las coordenadas primitivas del punto, mientras que
z’, y' son sus coordenadas nuevas; por lo tanlo, z e ¥ se expresan
linealmente mediante =’ e y’, con ciertos coeficientes numéricos.
En diversas ocasiones también nos encontramos con la necesidad
de efectunar una transformacién de las indeterminadas (o de las
variables) tal, que las indeterminadas primitivas queden expresadas
linealmente mediante las nuevas; ordinariamente, esta susiitucion
de las indeterminadas se llama transformacion lineal (o sustitucion
lineal). Por consiguiente, llegamos a la siguiente definicion:

Se’ llama transformacidn lineal de las indeterminadas al paso
del sistema de n indeterminadas z,, z3, . .., &, al sistema de n inde-
terminadas ¥y, Ys, - . «» Yn, de manera que las indeterminadas
primitivas queden expresadas linealmente mediante las nuevas
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con ciertos coeficientes numéricos:

By —aylfy o Qe b - - b @l
Ty = @Yy o Aoalfa + « + + + Azalfn, (1)

Ly — “my\":' Tpalfz -+ + oo b Qpnlin.

La transformacién lineal (1) se determina completamente por
la matriz de los coeficienles

By Bz voe Qun

A=| % %2 - o |

Anp Bro o oo fpp

puesto que dos Ltransformaciones lineales con una misma matriz
pueden diferenciarse entre si solamente en las letras que designan
las indeterminadas; sin embargo, nosotros supondremos que la elec-
cidn de eslas notaciones corre a nuestro cargo. Reciprocamente,
dada una matriz arbitraria de n-ésimo orden, podemos escribir
inmediatamente una transformacion lineal, para la que esta matriz
sirva de matriz de sus cocficientes. Por lo tanto, entre las trans-
formaciones lineales de r indeterminadas y las matrices cuadradas
de n-ésimo orden existe una correspondencia biunivoca, y por ello,
a cualquier nocion ligada con las transformaciones lineales y a cual-
quier propiedad de estas transformaciones tiene que corresponder
una nocion o una propiedad andloga, referente a las malrices.
Iixaminemos la cuestion sobre la realizacion consecutiva de dos
transformaciones lineales. Supongamos que después de la transfor-
macién lineal (1), se ha realizado la transformacién lineal

Yr="Dpzy — biazo -+ oo o By,

Yo="0030 4 byuZo | oo o+ bonZng 2)
Wn= hnlsl'I' H"(1332 T +b}m:r=v
que sustituye al sistema de indelerminadas g, y., . .., ¥, por
el sistema zy, zZ., ..., 3,; designemos con B la malriz de esta

transformacion. Sustituyendo en (1) las expresiones para yy, y», . . .
<+« I, dadag en (2), llegaremos a unas expresiones lineales para
las indeterminadas &, x., ..., =, mediante las indelerminadas
2y, Zo, . -+ Zn. P'Or lo lanto, el resultado de lo realizacion comsecu-
tiva de dos transformaciones lineales de las indeterminadas, es de nuevo
una transformacion {ineal.
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Ejemploe. £l resultado de la realizacién consesutiva de las transforma-
ciones lineales
= 3Y1—yz, 1= ztzp
xa= Y1+ 5y2, yp= b1 +22p
es la transformacidn lineal
Ty =Hzy 4 29) — (dzg225) = —zy 423,
Tp= (29 2p) 4 Dlhzy - 2z9) =21z 112y,

Designemos con € la matriz de la transformacidn lineal que
representa el resultado de la realizacién consecutiva de las trans-
formaciones (1) y (2), ¥ hallemeos la ley por la que se expresan los
elementos ¢, i, £ =1, 2, ..., n mediante los elementos de las
matrices A y B. Escribiendo abreviadamente las transformacio-
nes (1) v (2) en la forma

n L
T = Z ay; i=1,2, ..., m y;:hz Bty W=l v
=1 =1

obtenemos
n n nom
zi= 2 ay( 2 b)) = 2 (2 aisbmm) ze, i=1,2, ...y 5
j=1 K=l K=y =1

En consecuencia, el coeficiente de z, en la expresidn para z;, es
decir, cl elemento c¢;» de la matriz C, tiene la forma

n
cip= jEl @b = aybyn 4 @izbon -+ - -« + Ginbans (3)

el elemenio de la matriz C, situado en la i-ésima fila y en la k-ésima
columna, es igual a la suma de los productos de los correspondientes
elementos de la i-ésima fila de la matriz A y de la k-ésima columna
de la matriz B, ;

La féormula (3), que da la expresion de los elementos de la ma-
triz C mediante los elementos de las matrices 4 y B, permite escribir
inmediatamente la matriz C, siendo dadas las matrices A y B, sin
recurrir a las transformaciones lineales correspondientes a estas
matrices. De este modo, a cualquier par de matrices cuadradas
de n-ésimo orden se pone en correspondencia uma tercera matriz
univocamente determinada, Se puede decir que hemos definido
una operacién algebraica en el conjunto de todas las matrices
cuadradas de n-ésimo orden; ésta se llama multiplicacién de las
matrices, y la matriz C, producto de la matriz A por la matriz B:

C=AB.
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Enunciemos una vez mis la relacion entre las transformaciones
lineales y el producto de las matrices:

La transformacion lineal de las indeterminadas obtenida como
resultado de la realizacion consecutiva de dos transformaciones linea-
les con las matrices A y B, tiene a la matriz AB por matriz de sus
coeficientes.

Ejemplos

o (40 ( (s

2 01 -3 10
2)(—2 32).( 0 21
4 —135 0 —13

7

1

2 (-0

) 4‘(—:3),-'!1-1]_
=Y (=D (= +31) 7

i)

1
4) Hallar ¢l resultado de la realizacion consccutiva de las tronsforma-

ciones lineales

Iy — Dy — Y2t 3y,

Ty i — 2y

Ty== Thia— s
¥
y— 23 b oz,
o= s2—y,
Ya oo Zzg.

Multiplicando las matrices, obtencmos:

5 —1 3 20 1 | L it
(1 —2 U)‘((} I—-E)z( 2 —2 1I),
a7 —1 02 0 0 5 =35

de donde, la transformacion lineal buseada tiene la furma:
£y =10z Do |- 10z,
Ty —= 22y —Dzp -1z,
Iy= G2 — 3Dag.
Tomemos uno de los ejemplos que acabames de estudiar de multi-
plicacion de las matrices, por ejemplo el 2), y hallemos ¢l producto
de las mismas malrices, pero tomadas en orden inverso:
—3 10 2 01 —8 3 —1
0 21| -2 32|= 1] 5 0
0 —13 4 —15 14 —6 13
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Vemos, pues, que el producto de las matrices depende del orden
de los factores, es decir, que la multiplicacién de las malrices
no es conmutativa, Por cierto, esto era de esperar, aunque solo sea
por el hecho de que, en la definicion de la mairiz €, dada anterior-
mente mediante la formula (3), las malrices A y B no figuran
de un modo equivalente: en A se toman las filas, mientras que
en B, las columnas.

Se pueden sefialar, para todos los nr, comenzando desde n —: 2,
ejemplos de matrices de n-ésimo orden no conmutables, o sea, de ma-
trices cuyo producto se altera al permular los factores (las malrices
de segundo orden en el ejemplo 1) no son conmutables). Por olra
parte, dos matrices pueden ser ocasionalmente conmutables, como
muestra el siguiente ejemplo:

7 —12 26 45 26 45 7 —12 23
—4 7/'\1528) 7 \1528/ \ =4 T T\12)"

£l producte de las malrices es asocialive; par consiguiente,
se puede hablar del produclo, univocamente determinado, de cual-
quier nimero finito de matrices de n-ésimo orden, tomadas (en vir-
tud de que el producto no es conmutativo) en un orden determi-
nado.

Demostracion. Sean dadas tres matrices arbilrarias de n-ésimo
orden, A, B, y C. Escribimoslas del modo abreviado siguiente,
donde se indica la forma general de sus elementos: 4 = (a;)),
B — (b)), € = (c;;). Introduzcamos luego las siguientes notacio-
nes:

AB =U = (u;3), BC ==V = (vy;),

(ABYC =8 = (s1), A(BC) =T = (1))

Tenemos que demostrar que se cummple la igualdad (AB)C =
= A(BC), es decir, §=7. Sin embargo,

n
=

wg :nzt @b, Unj= 2;‘ ey
e fen

de donde, en virtud de las igualdades S=UC y I'=AV,
‘31 n‘\ ‘?'1
Sij = }4 Uycyj = }_ Z Gmbmcu.
t=1 (=1 k=i

n n "
W1 1 Al

tij= 12"1 Qeplpj = :a}"l 121 ainbyies,
Lo e o

o sea, s;; = by para i, j=1,2, ..., n
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Para el estudio ulterior de las propiedades del producto de las
matrices se necesita el empleo de los determinantes. Ademis, para
abreviar, convendremos en designar con |4 | el determinante de la
matriz A. Si en cada uno de los ejemplos considerados anterior-
mente el lector calcula los determinantles de las matrices que se
multiplican y compara el producto de estos determinantes con
¢l determinante del producto de las matrices dadas, puede observar
una ley bastante curiosa que se expresa con el signiente importante
teorema sobre el producto de los determinantes:

El determinante del producto de varias matrices de n-ésimo orden
es igual al producto de los determinantes de estas matrices.

Iis suficiente demostrar este teorema para el caso de dos matri-
ces, Sean dadas las matrices de n-ésimo orden A = (2;;) y B = (b, ),
y sea AB = C = (¢;;). Formemos el siguiente delerminante auxi-
liar A de orden 2n: en su dingulo superior de la izquierda colocamos
la matriz A, en el dngulo inferior de la derecha, la matriz £, todo
el dngulo superior de la derecha lo ocupamos con ceros. Finalmente,
formamos la diagonal principal del angulo inferior de la izquierda
con el namero —1, ocupando todos los demas lugares también con
ceros. Por consiguiente, el determinante A Liene la forma siguiente:

By W e Gn B B gre T
@ay an -.. @y 0 0O ... D
My fpo oo g O 0 .0 D
A —1 O e O by by een by |'
O —1 ... O by by oo by !
0 0 oo A by by ot by |
La aplicacién del teorema de Laplace al determinanle — su

desarrollo por los menores de las primeras n filas —nos Heva a I
siguiente igualdad:

A=|A|-|B].

Procuremos, a su vez, transformar el determinante A de tal
modo que, sin cambiar su valor, todos los elemenlos by, (, j =
=1, 2, ..., n, queden sustituidos por ceros. Con este fin, agre-
guemos a la (n - 1)-ésima columna del determinante A su primera
columna, multiplicada por &y, su segunda columna, muliiplicada
por bsg, ete., y finalmente, su n-ésima columna, multiplicada por
by Después, agreguemos a la (n - 2)-ésima columna del determi-
nante A la primera columna, multiplieada por by,, la segunda colum-
na, multiplicada por b.;, etc. En general, agreguemos a la(n |- j)-
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ésima columna del determinante A, donde j = 1, 2, . . ., r, la suma
de las primeras n columnas, tomadas con los coeficientes by, by, . . .
..., by;, respectivamente.

Fiacilmente se ve que estas transformaciones, no alterando
el determinanle, dan lugar a la sustitucién de todos los elemen-
tos b;; por ceros. A la vez, en lugar de los ceros que figuraban
en el dangulo superior de la derecha del determinante, apareceran
los nimeros siguientes: en la intersecciéon de la i-ésima fila y (n -+
+ j)-ésima columna del determinante, i, j =1, 2, ..., n, estard
ahora el nimero a;1by; -+ a;2bs; + ... 4 @by, que en virtud de (3}
es igual al elemento ¢;; de la matriz ¢ = AB. Por consiguiente,
el angulo superior de la derecha del determinante lo ocupa ahora
la matriz C:

@y @gp ... Qg €y Cy2 .. Cgn

@py  f@yy .. @an Cop Cag v .. Con
& ﬂ“j anz an Cui Cyun Can
Tl—1 0 0 0 0 0
0 —1 o 0o o 0

0o 0 —1 0 0 0

Apliquemos otra vez més el teorema de Laplace, desarrollande
el determinante por los menores de las tdltimas n columnas. Como
el menor complementario para el menor [ C | es igual a (—1)",
v el menor | €| estd situado en las filas cuyos nimeros de orden
son 1,2, ..., = y en las columnas cuyos nimeros de orden sam
n+1, n+ 2 ..., 2n, aplicando la igualdad

1424 ..t +H(R+2) ... +2=2n"+n,
se tiene
A= (— (=) |C | = (=" |
o bien, como el nimero 2 (r*-+nr) es par,
A=(C]. )

Finalmente, de (4) y (5) se deduce la igualdad que gueriamos
demostrar

|C1=14]|B].

El teorema sobre el producto de los determinantes podria haber
sido demostrado también sin la utilizacién del teorema de Laplace.
El lector hallard una de estas demostraciones al final del § 16.
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§ 14. Matriz inversa

Una matriz cuadrada se llama degenerada (o singular), si su deter-
winante es igual a cevo, y 1o degenerada (0 no singular)®, en el caso
contrario. Correspondientemente, una transformacién lineal de las
indeterminadas se llama degenerade o no degenerada, segin que
el determinante de los coeficientes de esta Lransformacion sea igual
a cero o no. Del teorema demostrado al final del pdrrafo anterior,
se deduce la afirmacién siguiente:

El producto de matrices, al menos una de las cuales es degenera-
da, es también una matriz degenerada.

Bl producto de cualesquicra matrices no degeneradas también
es una matriz no degenerada. De aqui se deduce, en virtud de la rela-
cidn existente entre el producto de las matrices y la realizacidn
consecutiva de las transformaciones lineales, la proposicion siguien-
te: el resultado de la realizacion consectitiva de unas cuantas frans-
formaciones lineales serd wna transformacion no degenerada cuando,
y silo cuando, todas las transformaciones dadas sean no degeneradas.

En el producto de las malrices, el papel de lg unidad lo desempena
la malriz

L0 e O
hi...0
!‘;‘ - - . . . - v
00 1
que es ademds conmutable con cualquicr matriz A del orden dado,
AE=F4=A4. (1

Estas igualdades se demuestran aplicando directamente la regla
de multiplicagion de las malrices, o basindose en la observacion
de que la matriz unidad corresponde a la transformacion  lineal
idéntica de las indeterminadas

J" .r.lfl'

s

Hn = Wno
cuya realizacion, antes o después de cualguier otra transformacion
lineal, no cambia, evidentemente, esta Ultima.

Obsérvese que la matrizc 1 es la tinica que satisface a la condi-
cidn (1) para cualquier matriz A, lin efeclo, si exisliese olra ma-
lriz £’ con esta propicdad, tendriamos que

EE—FE, EEE=E,

de dande, E' = K.

. Tn;l_llﬁl:‘ll se lama matriz regular. (Nota del T.)
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El problema de la existencia de la malriz inversa para una maltyiz
dada A es mas complicado. Como el producto de [as matrices no
es conmutativo, hablaremos ahora de la matriz inversa a la derecha,
o sea, de una matriz A tal, que el producto de la matriz A por
esla matriz a la derecha es igual a la maltriz unidad,

AA=E. 2)

Si la matriz A es degenerada y existiese la matriz 47, el preducte
que figura en el primer miembro de la igualdad (2) seria, como
ya sabemos, una matriz degenerada. En realidad, la matriz E gue
figura en el segundo miembro de esta ignaldad no es degenerada, puesto
que su determinante es igual a la unidad. Por lo tanlo, una matriz
degenerada no puede tener matriz inversa a la derecha. Estos mismos
razonamientos muestran que ésta nb puede tener tampoco matriz
inversa a la izquierda, no existiendo, por o fanio, matriz inversa
para una maltriz degenerada.

Refiriéndonos al caso de una matriz no degenerada, introduzcamos
primero el siguiente concepto auxiliar. Sea dada una matriz de
n-ésimo orden

Aq 4z ... Uyp
A= fgq @Az ... fap .
Qpy @po .+« Qpn
La malriz
Ay Ay oo Ay
AY — A.Iz Aﬂa iR -'I-nz
ATH -42.% gt "lrm

formada por los complementos algebraicos de los elementos de la ma-
triz A, donde el complemento algebraico del elemento a;; estd situado
en la interseccion de la j-ésima fila y de la i-ésima columna, se llama
matriz adjunte de la matriz A. )

Hallemos los poductos AA* y A*A. Aplicando la férmula estu-
diada en el § 6, sobre el desarrollo de un determinante por los
elementos de una fila o columna, y también el teorema del § 7,
sobre la suma de los productos de los elementos de cualquier fila
(o columna) de un determinante por los complementos algebraicos
de los elementos correspondientes de otra fila (columna}, y desig-
nando con d el determinante de la matriz A,

d=|A4],
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oblenemos las siguientes igualdades:

d 0...0
A AR 0.::.1..‘0 . 3
0 0...d

De aqui se deduce que, si la matriz A no es degenerada, su matriz
adjunta A* tampoco lo serd, siendo ademds, el determinante d* de
la matriz A* igual a la (n—1)-ésima potencia del determinante d de
la matriz A.

En efecto, pasando de las igualdades (3) a la igualdad entre los
determinantes, obtenemos:

dd* =d",
de donde, como d-# 0,
d* =d" ")

Ahora es ficil demostrar la existencia de una matriz inversa
para cualquier matriz 4 no degenerada, y hallar su forma. Obsérvese
primero que si se considera el producto de dos matrices AR y se divi-
den por un mismo nimero d todos los elementos de uno de los facto-
res, por ejemplo B, enlonces, lodos los elementos del producto
AB también se dividirin por este mismo namero: para la demos-
tracion solamente hay que recordar la definicion del producto
de las matrices. I'or lo Lanlo, si

d=|A|z£0,
de las igualdades (3) se deduce, que la inversa de la matriz A es

la matriz que resulta de la matriz adjunta A% al dividir lodos sus
elementos por el nimero d:

iy Az “Ani

i

Aya /[;_31 ‘-[’!_:_5_

A1 = d d ~d 5

Ayn Aap “dnn

d d T d

En electo, de (3) se deducen las igualdades

AA = A A=E. (4)

Subrayemos una vez mas que en la i-ésima fila de la matriz A1
liguran los complementos algebraicos de los elemenlos de la i-ésima
columna del determinante | A |, divididos por d = | 4 |,

* Se podria demostrar que si la matriz 4 es degencrada, su matriz adjun-
ta A* también lo es, teniendo ademis un rango no superior al nimero 1.

7—252
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Es facil demostrar que la matriz A es la dnica que satisface
a la condicion (4) para une matriz dada A, no degenerada. En efecto,
si la matriz C es tal que

AC=CA=E,
entonces,
CAAN=C (AA)=CE =C,
CAA = (CAYAr =EA1=47,
de donde C =41,

Da (4} v del leorema sobre el producte de los determinantes,
se deduce que el determinante de la matriz A™ es igual a-[—i_‘ﬂ- . Asi,
pues, esta matriz tampoco es degenerada; la inversa para ella esla
misma matriz A

Si se dan ahora las matrices cuadradas .4 y B de n-ésimo orden,
de las cuales A no es degenerada, mientras que B es arbitraria,

podemos efectuar la division por fa derecha y por la izquierda de &
por A, es decir, resolver las ecuaciones 'matriciales

AX=DB, YA=B. (5)

Para esto, en virtud de la asociatividad del producto de las matri-
ces, es suficiente hacer

X=A7"B, Y =BA"Y,

como el producto de las matrices no es conmutativo, por lo general,
estas soluciones de las ecuaciones (5) serin diferentes.
Ejemplos. 1) Se da la matriz

3—-10
A= =2 11
2 —14

Su determinante | 4 {=35, por consiguienie, la matriz inversa 4~ existe:

2) Se dan las matrices

s D0-(3 D)
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La matriz A no es degenerada, y ademis,

3 -2
=
@ (_4 3)'

por r_o tanto, las soluciones de las ecuaciones 4AX =P8, YA=F serin las
matrices
X=( 3—2)_(——1 ?)=(—9 ‘1‘1)
—4 3 as 13 —13/ "
y:(_l 7]( 3 —2)=(—31 23)‘
3 0 —4 3 —11 8
Multiplicacion de matrices rectangulares. El producto de las
matrices definido en el parrafo anterior solamente para las matrices
cuadradas de igual orden, puede generalizarse también para el caso
de matrices rectangulares A y B, siempre que sea posible aplicar
la formula (3) del parrafo anterior, o sea, cuando cada fila de la ma-
triz A contenga tantos elementos como haya en cada columna de la
malriz B. lin otras palabras, se puede hablar del producto de las
matrices reclangulares A y B cuando el niimero de columnas de la
matriz A es igual al nimero de filas de la matriz B. En este caso,
el nriimero de filas de la matriz AB es igual al nimero de f{ilas

de la matriz A, y el ndmero de columnas de la matriz AB es igual
al niimero de columnas de la matriz B,

Ejemplos.
—13 0
1 (5 —1 31 —21 1 (1[) 15 —5
) 20 —1 4 30 —271 \MtL10 m]'
41 2
0 -3 1 3 8
2} 2 1 5]l —2)= 14
—4 0 =2 2 —16
2 0
, ; 1 —4
H(H 1 0 =-3)- 3 4 =(11 —1).
0 —1

El producto de las malrices rectangulares se puede ligar con
la ejecucién consecutiva de las transformaciones lineales de las
indeterminadas solamente si en la definicion de estas dllimas
no se insiste en que se conserve el nimero de indeterminadas en
la transformacion lineal.

b
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Repitienda palabra por palabra la demostracion dada anterior-
mente para el caso de las matrices cuadradas, se comprucha ficil-
mente que la ley asociativa se cumple también para el producto
de matrices rectangulares.

Ahora utilizaremos el producto de las malrices rectangulares
y las propiedades de la matriz inversa para deducir de nuevo la regla
de Cramer, evitando los complicades cileulos gque se realizaron
en el § 7. Sea dado un sistema de n ecuaciones lineales con 2 incdg-
nitas:

apnZ 4 apry 4 ety = by,
(g Ty A= UnaFy - o oo b= oy Ty = by, ()
Ay Ty + Apa®y 4 oo BanTy = by,

donde el delerminante del sistema es diferente de cero. Designemos
con A la matriz de los coelicientes del sistema (6); esta malriz
no es degenerada, ya que, por la suposicion hecha, d = | A | 5= 0.
Designemos con X la columna de las incgnitas; con £, la columna
de los términos independientes del sistema (G), es decir,

Ty by

&, by
X=] - o B

Iﬂ b"

Bl producto AX Lliene sentido, puesto que el nimero de columnas
de la matriz 4 es igual al nimero de filas de la matriz X, y ademas,
este producto serd una columna, formada por los primeros miembros
de las ecuaciones del sistema (6). Por lo tanto, el sistema (6) puede
escribirse en forma de una ecuacidon matricial

AX =B. )

Multiplicando a la izquierda ambos miembros de la ecnacién (7)
por la matriz A%, cuya exislencia es consecuencia de que la malriz
cuadrada A no es degenerada, obtenemos:

K —AB. (8)

El1 producto que figura en el segundo miembro de esta igualdad
es una matriz de una sola columna; su j-ésimo elemento es igual
a la suma de los productos de los elementos de la j-ésima fila de la
matriz A por los elementos correspondientes de la matriz B, es
decir, es igual al niimero

A Aa A

Lo+t 2, —._-%(A”b, FAgsby 4 oo+ Ausba).
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Sin embargo, la expresion que figura entre parénlesis en el segundo
miembro de la igualdad es el desarrollo por los elementos de la
j-ésima columna del determinante d;, que se obtiene sustituyendo
la j-ésima columna del determinante d por la columna B. Por lo
tanto, las férmulas (8) son equivalentes a las formulas (3) del § 7,
que expresan la solucién del sistema (6) obtenida por la regla
de Cramer.

Queda por demostrar que los valores obtenidos de las incOgnitas
forman verdaderamente una solucién del sistema (6). Con este fin,
es suficiente poner la expresion (8) en la ecuacién matricial (7),
lo que da lupar, evideniemenie, a la identidad B = B.

El rango del producto de las matrices. En el caso de matrices
degeneradas, el teorema del producto de los determinantes no
nos lleva a ningin enunciado mis de que tal producto también
es degenerado, a pesar de gque las matrices cuadradas degeneradas
se pueden diferenciar también por su rango. Obsérvese que no
existe una dependencia absolutamente determinada entre los ran-
gos de los factores y el rango del producto, como se muestra en los

ejemplos siguientes:
20 (3 0 (6 0)
(oo)' ‘00):’ oo/

(00)-(05)=(00):

en ambos casos se multiplican matrices de rango 1. Sin embargo, en
un caso el producto tiene el rango 1, mientras que en ¢l otro, el rango
¢s 0. Subsiste solamente el siguiente teorema, gue no soloe es juslo para
las matrices cuadradas, sino también para las matrices rectangulares:

Il rango del producto de varias matrices no es superior al rango
de cada uno de los factores.

Es suliciente demostrar este teorema para el caso de dos factores.
Sean dadas las matrices A y B, para las cuales tiene sentido el pro-
ducto AB; emplearemos la notacién AB = €. Veamos la formula (3)
del § 13, que da la expresion de los elementos de Ia matriz C. Toman-
do esta féormula para un & dado y todos los i posibles, (i = 1, 2, ...)
obtenemos que la k-ésima columna de la matriz € represenla una
suma de todas las columnas de 1a matriz 4, tomadas con ciertos coe-
ficientes (precisamente con los coeficientes by, bay, ...). De este
modo, queda demostrado que el sistema de columnas de la matriz ¢
se expresa linealmente mediante el sistema de columnas de la ma-
iriz A, ¥, por consiguiente, como sec ha demostrado en el § 9, el rango
del primer sistema es menor o igual al rango del segundo sistema;
en otras palabras, el rango de la matriz C no es mayor que el rango
de la matriz A. Por otra parte, como de la misma formula (3) del



102 Cap. 111 Algebra de las matrices

§ 13, para un i dado y todos los &, se deduce que toda i-dsima fila
de la matriz C es combinacién lineal de las filas de la matriz B, con
razonamientos andlogos obtenemos que el rango de € no es mayor
que el rango de B.

Cuando uno de los factores representa una matriz cuadrada no
degenerada, se obtiene un resultado méis exacto.

El rango del producto a la derecha y a la izquierda de una ma-
triz A por una matriz cuadrada no degenerada Q, es igual al rango
de la malriz A.

Sea, por ejemplo,

Del teorema precedente se deduce que el rango de la matriz C no es
mayor que el rango de la matriz A, Por otra parte, multiplicando ala
derecha la igualdad (9) por Q, llegamos a la igualdad

A=CQ,

¥, por consiguiente, otra vez por el teorema precedente, el rango de A
no es mayor que el rango de C. Comparando estos dos resultados
obtenemos la coincidencia de los rangos de las matrices 4 y C.

§ 15. Suma de matrices y multiplicacién
de una matriz por un nimero

Para las matrices cuadradas de orden n, la suma se define del
modo signiente:

Se Hama suma A - B de dos matrices cuadredas 4 = (a;)
y B = (b;) de orden n, a una matriz C = (c;;) tal, que cualguier
elemento de ella es igual a la suma de los elementos correspondientes
de las matrices 4 y B,

cij=ay+bi*

Es evidente, que la suma de matrices definida es conmutativa
y asociativa. Para ella existe la operacién inversa: la resta, llamén-
dose diferencia de las matrices 4 y B a la matriz formada por las
diferencias de los elementos correspondientes de las matrices dadas.
En este caso, el papel de cero lo desempena la matriz nula, compues-
ta totalmente de ceros; a continuacién, esta matriz se designard
con el simbolo 0: no hay peligro de confundir la matriz nula con
el nimero cero.

La suma de las matrices cuadradas y el producto de éstas, defini-
do en el § 13, estin ligados con las leyes distributivas.

* Por supuesto, se podrfa definir también el producto de malrices multi-

plicando los elementos correspondientes. Sin em 0, esta multiplicacion,
a diferencia de la que se definid en el § 13, caraceria de aplicaciones serias.
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En efecto, sean dadas tres matrices de ovden n, A = (a;;), B =
= (b;;), C = (c;;). Entonces, para cualesquiera { y j, se cumple la
igualda

n n n
2 (ﬂ-!a + by €55 = Z iCsj - 2 bi.sc.sj-
B g=1 #um
El primer miembro de esta igualdad es el elemento situado en la
i-6sima fila y j-ésima columna de la matriz (4 + B)C, el segundo
miembro es el elemento situado en el mismo lugar, pero en la matriz
AC + BC. Con esto, queda demostrada la igualdad

(A 4-BYC =AC + EC.

La igualdad € (4 + B) = CA -+ CB se demuestra del mismo modo.
Como el producte de matrices no es conmutativo, se deben demostrar
estas dos leyes distribulivas.

Introduzcamos la siguiente definicion de producto de una ma-
triz por un numero.

Se llama producto kA de una matriz cuadrada A = (a;;) por

el niimero k, a la matriz A’ = (ai;) que se obtiene multiplicando
por k todos los elementos de la matriz A:
('h:;' = ka;j.

En el parrafo anterior va tratamos un ejemplo de multiplicacién
de una matriz por un numero: si la matriz 4 no es degenerada, sien-
do | A | = d, su matriz inversa A" y su matriz adjunta A* estin
ligadas por la igualdad

Al=qdan

Como ya sabemos, toda matriz cuadrada de orden n se puede
considerar como un vector de n? dimensiones, siendo biunivoca esta
correspondencia entre las matrices ¥ los vectores. En este caso, las
operaciones definidas de suma de matrices v de producto de una
matriz por un numero, se convierten en la suma de vectores y en el
producto de un vector por un nimero. Por lo tanto, el conjunto de
las matrices cuadradas de orden n se puede considerar como un espa-
cio vectorial de n* dimensiones.

De aqui se deduce el cumplimiento de las igualdades siguientes
(aqui, A, B son matrices de orden n; %, I son unos niimeros; 1 es el
niimero uno):

k(A 4-B)= kA4 kB, (1)
(e 0) A=—kAL 1A, (2)
k(LA) = (kl) A, (3)

1.4=4. (4)
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Las propiedades (1) y (2) ligan el producto de una matriz por un
nimero con la suma de matrices. Al mismo tiempo, existe una liga-
z6n importante entre el producto de una matriz por un nimero y el
producto de las matrices mismas, que se expresa asi:

(kd) B= A (kB) =k (AB), (5)

o sea, si en el producto de las matrices, uno de los factores se mulli-
plica por el niimero k, todo el producto quede muliiplicado por k.

En efecto, sean dadas las matrices A = (a;;) vy B = (bi;) vy el
nimero k. Enlonces, para cualesquiera i y j, se tiene:

n n

2| (Rtiis) bpy =k D ay4bsj.

Fre =
Pero, el primer miembro de esta igualdad es el elemento situado
en la {-ésima fila y j-ésima columna de la matriz (k4) B, y el segundo
miembro es el elemento situado en el mismo sitio en la matriz
k(AB). Con esto queda demostrada la igualdad

(kA)B =k (AB).

La igualdad A(kB) = k(AB) se demuestra del mismo mado.

La multiplicacién de una matriz por un nimere permite introdu-
cir un nuevo método de expresion de las matrices. Designemos con
E(; la matriz en la que, en la interseccion de la i-ésima fila y j-fsi-
ma columna figura la unidad, mientras que todos los demis elemen-
tos son iguales a cero. Haciendo i =1, 2, ..., ny j=1,2, ..., n,
obtenemos n® matrices de éstas, E;;, que, como facilmente se com-
prueba, estdn ligadas por la siguiente tabla de multiplicar:

E,-_gEajzfi.”, E;‘,E;_;—JD para §s= 1.

La matriz kE,; solamente se diferencia de la malriz E;; en que
en ella figura el ndmero & en Ia interseccion de la i-ésima fila
y j-6sima columna. Teniendo esto en cuenta y aplicando la defini-
cion de suma de matrices, obtenemos la siguiente expresién para una
matriz cuadrada arbitraria A:

Qg Qyp - .- Ayn
@y, a a D
i R LT S 1 1
am o =3 3 oum ®

ny Anz -« - Qun

poseyendo, evidentemente, la matriz 4 una sola expresién de la
forma (6).
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La matriz kE, donde £ es la matriz unidad, segin la definicién
del produeto de una matriz por un nimero, tiene la forma siguiente:

k 0

k
kE = . :

0 . i
o sea, en la diagonal principal figura un mismo nimero %, mientras
que todos los elementos situados fuera de esta diagonal son iguales
a cero. Tales matrices se llaman escalares.
La definicién de la suma de matrices conduce a la siguiente
igualdad
kE+1E=(k+ 1) E. (7)
Por otra parte, aplicando la definicién del producto de matrices
o basdndose en la igualdad (5), obtenemos:
kE-IE = (k) E. (8)

El producto de una matriz A por un mimero k se puede interpretar
como el producto obtenido al multiplicar A por la matriz escalar kE,
en el sentido de la multiplicacion de mairices. En efecto, segin (5)

(kEY A=A (KE)=FkA.

De aqui se deduce también, que toda matriz escalar es conmuta-
ble con cualquier matriz A. Is de gran importancia tener en cuenta
que las matrices escalares son las {inicas que poseen esta propiedad:

Si une matriz C=(c;;) de n-ésimo orden es conmutable con
cualguicr matriz del mismo orden, la matriz C es escalar.

En efecto, supongamos que i =~ j vy consideremos los productos
CEy; v E;C (véase mis arriba la definicién de la matriz £;;) que,
por hipdtesis, son iguales entre si. Ficilmente se observa que todas
las columnas de la matriz CE;;, menos la j-ésima, se componen de
cerog, ¥ que la j-ésima columna coincide con la i-ésima columna
de la matriz C; en particular, en la interseccion de la i-ésima fila
y j-ésima columna de la matriz CE,; estd siluado el elemento ¢y;.
Andlogamente, todas las filas de la matriz E,;C, menos la i-ésima,
se componen de ceros, y la i-ésima fila coincide con la j-ésima fila
de la matriz C; en la interseccién de la i-ésima fila vy j-ésima colum-
na de la matriz E;;C estd situado el elemento c¢;;. Aplicando la
igualdad CE;; = E,,C, obtenemos que: ¢;; = ¢;; (como elementos
situados en lugares iguales de matrices que son iguales entre si);
o sea, todos los elementos de la diagonal principal de la matriz C
son iguales entre si. Por otra parte, en la interseccion de la j-ésima
fila y j-ésima columna de la matriz CE;; estd el elemento c;;; pero,
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en la matriz E;;C, en este silio esti el cero (en virtud de que i 5 j),
de donde: ¢;; = 0, es decir, cualquier elemento de la matriz C, situa-
do fuera de la diagonal principal, es igual a cero. El teorema esti
demostrado.

§ 16. Construccion axiomatlica de la teoria
de los determinantes

Un determinante de n-ésimo orden representa un nimero, uni-
vocamente determinade por una matriz cuadrada dada de n-ésimo
orden. La definicion de este conceplo, expuesta en el § 4, da la
regla, segiin la cual el determinante se expresa mediante los elementos
de la matriz dada. Sin embargo, esta definicidn constructiva se pue-
de sustituir por una axiomitica; mejor dicho, entre las propiedades
del determinante establecidas en los §§ 4 y 6, se pueden indicar
algunag, de modo que la {nica funcion de la matriz con valores rea-
les que posea estas propiedades sea su determinante,

La definicion mas simple de este género consiste en la utiliza-
cion de los desarrollos del determinante por los elementos de una
fila. Consideremos las matrices cuadradas de cualesquiera Grdenes
¥y supongamos que a cada matriz M de éstas se le ha puesto en corres-
pondencia un namero d,,, cumpliéndose las condiciones siguientes:

1) Si la matriz M es de primer orden, o sea, que consta de un
elemento a, entonces dy = a.

2) Si los elementos ayy, s, ..., @, forman la primera fila de la
matriz M de n-ésimo orden y si se ha designado con My, i = 1,2, ...,
n, la matriz de (n — 1)-ésimo orden que queda después de suprimir
en M la primera fila y la i~ésima columna, entonces

dy = “ud.’u] — ttyatdpyy, -+ al.’id,\l':g — (= 1)“-1 alndarn-

Por lo tanto, para cualquier matriz M, el ndmero &), es igual
al determinante de esta mairiz. La demostracion de esta afirmacion
la dejamos a cuenta del lector. Esta se efectia por el método de
induccién sobre n y se basa en los resultados del § 6.

Mucho mas interesantes son otras formas de definicion axioma-
tica de los determinantes, que se refieren al caso de un orden dado n
vy se basan en algunas de las propiedades simples de los determi-
nantes, establecidas en el § 4. Examinaremos ahora una de estas
definiciones.

Supongamos que a cada matriz cuadrada M de n-ésimo orden se
pone en correspondencia un nimero dy, cumpliéndose las condicio-
nes siguientes:

I. 8t una de las filas de la matriz M se multiplica por un nime-
ro k, el mimero dy queda multiplicado por k.
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11. El nimero dy no varia si a una de las filas de la matriz M
s¢ le agrega otra fila de esta matriz.

II1. Si E es la matriz unidad, entonces dy = 1.

Demostremos que para cualquier matriz M, el nimero d, es
igual al determinante de esta matriz.

Establezcamos primero, partiendo de las condiciones I—III,
unas propiedades del nimero dy;, que son andlogas a las propiedades
correspondientes de los determinantes.

(1) Si una de las filas de la matriz M consta de ceros, enton-
ces dy = 0.

En efecto, multiplicando la fila compuesta de ceros por el niime-
ro 0, la matriz no varia. Sin embargo, en virtud de la condicién I,
el niimero dy, adquiere el factor 0, de donde,

d51=={]-dAI=: 0.

(2) El nimero dy no varia si a la i-ésima fila de la matriz M se
le agrega la j-ésima fila, j %= i, multiplicada por el niimero k.

Si k& = 0, todo esti demostrado. Si % == 0, multiplicamos la
j-¢ésima fila por k& y obtenemos la matriz M’, para la que dy =
= kdy, en virtud de la condicion 1. Después agregamos a la i-ésima
fila de la matriz M’ su j-ésima fila y obtenemos la matriz M”, y en
virtud de la condicién II, se tiene dy~ = dy-. Finalmente, multi-
plicamos la j-ésima fila de la matriz M " por el nimero k7!, obtenien-
do la matriz M", que en realidad resulta de M mediante la transfor-
macion indicada en el enunciado de la propiedad que estamos demos-
trando; ademés.

Aym = k7 3dyr =k dyp = K71 fedyy = dyy-

(3) Si las filas de la matriz M son linealmente dependientes,
entonces dy = 0.

En efecto, si una de las filas, por ejemplo la i-ésima, es combina-
cion lineal de las otras filas, entonces aplicando unas cuantas veces
la transformacion (2), se puede sustituir la i-ésima fila por ceros. La
transformacién (2) no altera el nimero dy, por lo cual, en virtud
de la propiedad (1), se tiene dyy = 0.

(4) Si la i-ésima fila de la matriz M es la suma de dos vecto-
res By vy, y si las matrices M' y M" se obtienen de la matriz M sus-
tituyendo su i-ésima fila por los vectores B y v, respectivamente,
entonces

dar = dyype - dyyo.

Iin efecto, sea § el sistema de todas las filas de la matriz M,
excluyendo la i-ésima. Si existe en § una dependencia lineal, las
{ilas de cada una de las matrices M, M’ y M " son linealmente depen-
dientes, de donde, por la propiedad (3), dy = dy = dy- = 0.
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De aqui se deduce la validez de la propiedad en cuestion, Si el sis-
tema S constituido de n — I veciores es linealmente independiente,
entonces, como muesiran los resultados del § Y, éste se puede com-
pletar con un vector o de modo que resulte un sistema linealmente
independiente maximal de vectores del espacio de r dimensiones.
Los vectores By v se pueden expresar linealmente mediante este
sistema, Supongamos que el vector @ figura en esta expresion con
los coeficientes & y !, respectivamente; por consiguienie, en la
expresion del vector P -~ v, o sea, en la i-ésima fila de la matriz
M, el vector o figurard con el coeficiente & - . Ahora se pueden
transformar las matrices M, M’ y M", restando de sus i-ésimas
filas ciertas combinaciones lineales de las otras filas, de modo
que en las i-ésimas filas resulten los vectores (k + Do, ka, y la,
respectivamente, En consecuencia, designando con M° la matriz
que resulta de la matriz M sustituyendo su i-ésima fila por el vec-
tor &, vy, teniendo en cuenta las propiedades (2) y [, llegamos
a las igualdades:

(}M = {:{ + Jf) d_."e, (l_,\f' = f‘a'd_.we, d,l.f- = Jd_un.

Con esto, la propiedad (4) queda demostrada.

(5) Si la matriz M se ha obienido de la matriz M trasponiendo
dos filas, entonces dy = —dar.

En efecto, supongamos que en la matriz M hay que trasponer
las filas que tienen los niimeros de orden i y j. Esto se puede conse-
guir mediante una cadena de transformaciones siguientes: primero
agregamos 2 la i-6sima fila de la matriz M su j-ésima y oblenemos
la matriz M’, resultando, por la condicion I, dy = dy;. Después
restamos de la j-ésima fila de la matriz M’ su i-ésima fila y obtene-
mos la matriz M " para la que, en virtud de la propiedad (2), se tiene
dar» = dyr; la j-ésima fila de la matriz M" se diferenciard de la
i-ésima fila de la matriz M en el signo. Agreguemos ahora a la i-ési-
ma fila de la matriz M" su j-ésima fila, Para la matriz M" que se
obtiene con esta transformacion, por la condicién II, se tiene dyp-r =
= dy~, ademés, la i-ésima fila de esta matriz coincide con la
j-6sima fila de la matriz M. Finalmente, multiplicando la j-ésima
fila de la matriz M", por el nimero —1, obtendremos la matriz

buscada M. Por consiguiente, en virtud de la condicién I, se tiene

dH= —d,\,,fﬂ-': —'-dm.
(6) Si la matriz M’ se ha obtenido de la matriz M trasponiendo
las filas, y la i-ésima fila de la matriz M', i =1, 2, ..., n, es la
a-ésima fila de la matriz M, entonces,

dy = o= dar;
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donde el signo mds corresponde al caso en que la sustilucién

(1 PR )
) Oy g ... Up
es par, y el signo menos, al caso en que ésta es impar.

En efecto, la matriz M’ se puede obtener de la matriz M reali-
zando cierto nimero de trasposiciones de dos filas, pudiéndose, por
consiguiente, aplicar la propiedad (5). Como se sabe por el § 3, la
paridad del nimero de estas trasposiciones determina la paridad de
la sustitucion indicada anteriormente.

Veamos ahora las matrices M = (a;;), V = (b;;) ¥y su producto
Q = MN, en el sentido del § 13. Hallemos el nimero d,. Sabemos
que cualquier i-ésima fila de la matriz ¢ representa una suma de
todas las filas de la matriz N, tomadas con los coelicientes a;y,
iz, «uey @iy, Tespectivamente (véase, por ejemplo, el § 14). Sustitu-
yvamos todas las filas de la matriz  por sus expresiones lineales indi-
cadas mediante las filas de la matriz NV y apliquemos unas cuantas
veces la propiedad (4). Obtendremos que el nimero dg serd igual a la
suma de los nimeros dy para todas las matrices posibles 7' de la
forma siguiente: la i-ésima fila de la matriz T, i = 1, 2, ..., n, es
igual a la &;-ésima fila de la matriz NV, multiplicada por el nimero LT
Ademas, en virtud de la propiedad (3), se pueden excluir todas las ma-
trices T' para las que existen unos indices i y j, i 5~ tales que oy =
—uty; en otras palabras, quedan solamente las matrices T para las que
los indices e, @3, ..., &, forman una permutacion de los nimeros
1,2, ..., n. En virtud de las propiedades 1 y (B), el nimerod, para esta
matriz fiene la forma

dp = @2y - v v Anodix,

donde el signo se determina por la paridad de la sustitucion de los
indices. De aqui llegamos a la expresion para el nimero dg; después
de sacar el Tactor comiin dy de todos los sumandos de la forma dy,
enlre paréntesis queda, evidentemente, el determinante LHﬂ de la
matriz M en el sentido de la definicién constructiva dada en el
§ 4, es deeir,

do=|M |- dy. (%)

Si ahora tomamos por matriz ¥ la malriz unidad £, se tendra, Q@ =
= M, de donde, por la propiedad I, dy = d,; = 1, o sea para
cualquier matriz M se cumple la igualdad

{3_\: = | ;1{ |,
que es lo que se queria demostrar. Simultdneamente, sin haber uti-

lizado el teorema de Laplace, queda demostrado de nuevo el teorema
del producto de los determinantes: para esto es suficienle sustituir
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los niimeros dg y dy en la igualdad (*) por los determinantes de las
matrices correspondientes.

Terminemos estas consideraciones axiomaticas con la demos-
tracién de la independencia de las condiciones I—III, o sea, con la
demostracién de que ninguna de estas condiciones es consecuencia
de las otras dos.

Para la demostracién de la independencia de la condicién III,
hagamos dy = 0 para cualquier matriz M de n-ésimo orden. Ls
evidente que las condiciones I y II se cumplen, mientras que la
condicion III no.

Para la demostracion de la independencia de la condicion II,
supongamos que para cualquier matriz M el nimero dy es igual al
producto de los elementos situados en la diagonal principal de esta
matriz. Las condiciones I y 11l se cumplen, mientras que la condi-
cién II ya no tiene lugar. Finalmente, para la demostracién de la
independencia de la condicién I, hagamos dy, = 1 para cualquier
matriz M. En este caso, las condiciones II y IIT se cumplirdn, mien-
tras que la condicién I no.



CAPITULO IV
NUMEROS COMPLEJOS

§ 17. El sistema de los niimeros complejos

En el curso del dlgebra elemental varias veces se efectia un enri-
quecimiento de las reservas de los niimeros. Kl alumno que comienza
el estudio del dlgebra ya conoce por la aritmética los niimeros ente-
ros ¥ quebrados posilives. lin esencia, el dlgebra comienza con la
introduccién de los niimeros negativos, o sea, con la formacion del
primero de los sistemas numéricos fundamentales: del sistema de los
nimeros enteros que consta de todos los niimeros enteros, positivos
v negalivos, incluyendo el cero, y del sistema mas amplio de los
nimeros racionales, que consta de todos los niimeros enteras v que-
brados, tanto positivos como negativos.

Posteriormente, se efectiia una ampliacién del conjunto de los
nimeros introduciendo los nimeros irracionales. El sistema, com-
puesto de todos los nimeros racionales e irracionales, se llama siste-
ma de nimeros reales. Ordinariamente, el curso umvers;tarlo de
analisis matemdtlico contiene una construceién rigurosa del sistema
de numeros reales; sin embargo, para nuestra exposicion bastan los
conocimientos de los niimeros reales que tiene el lector que comienza
a estudiar el dlgebra superior.

Finalmente, al terminar el curso del dlgebra elemental, se amplia
el sistema de numeros reales obteniendo el sistema de nimeros com-
plejos. Naturalmente, este sistema de nimeros sigue siendo menos
habitual para el lector que el sistema de nimeros reales, a pesar de
que posee unas propiedades muy Wtiles. En el presente capitulo se
expondria de nuevo la teoria de los niimeros complejos con la exten-
sién y plenitud debida,

La introduccidn de log ndmeros complejos es debida al problema
siguiente. Es sabidoe que los nimeros reales no son suficientes para
resolver cualquier ecuacion cuadritica con coeficientes reales. La
ecuacion cuadritica mas simple, que carece de raices en el conjunto
de los nimeros reales, es

] 1=0; 1)
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ahora, nos va a interesar solamente esta ecuacion. Ll problema que
se nos plantea es: hay que ampliar el sistema de nimeros reales hasta
obtener un sistema tal de niimeros, en el que la ecuacidn (I) tenga
Ya raiz.,

Los puntos del plano se tomarin como material de construccion
de este nuevo sistema de nimeros. Recordemos que la representacion
de lps nGmeros reales por puntos de una linea (basada en que se
obticne una correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos
los puntos de la recta y el conjunto de todos los niimeros reales, al
poner en correspondencia a cada punto de la recta su abscisa; se supo-
nen dados el origen de coordenadasy la unidad de medida) se utiliza
sistomdticamente en Lodas las ramas de las matemiticas y es tan
habitual que, ordinariamente, no hacemos distincion alguna entre
un nimero real y el punto que le corresponde.

Por lo tanto, queremos definir un sistema de nitmeros que se repre-
senten por todos los puntos del plano, Hasta ahora, no hemos teni-
do gue sumar o multiplicar los puntos del plano, lo que nos da dere-
cho de elegir la definicidon de las operaciones con los puntos, preo-
cupandose solamente de que el nuevo sistema de nimeros posea las
propiedades que son el motivo de su creacion. Al principio, estas
definiciones nos parecerdn artificiales, sobre todo la del producto.
Sin embargo, en el capitulo X se demostrari gue ningunas otras
definiciones de las operaciones, incluso las que a primera vista
parecen mds naturales, nos conducirian al objetivo, que consiste
en la construccion de una ampliacion del sistema de nimeros rea-
les, para gue la ecuacidn (1) tenga raiz. Alli mismo se demostrard
que, en esta construccion, la suslitucion de los puntos del plano por
otro material, no nos conduciria a un sistema de miimeros diferente,
por sus propiedades algebraicas, del sistema de nitimeros complejos
que vamos a construir a continuacion.

Supongamos que en el plano se ha elegido un sistema rectan-
gular de coordenadas. Convengamos en designar los puntos del
plano con las letrasa, B, ¥, ... ¥ en representar con la notacion (a, b)
el punto o de abscisa @ y ordenada b, es decir, que apartindonos
un poco de lo convenido en la peometria analitica, escribiremos
o = (a, b). Dados los puntos & = (a, b) y p = (¢, d), lamaremos
suma de estos puntos al punto que tiene la abscisa @ - ¢ y la orde-
nada b -+ d, o sea,

(I‘J., b) “{' {.cl d)=((.‘. -+ €, b'l’" d); (2)

llamaremos producto de los puntos o= (a, b) y p=(c, d) al punto
de abscisa ac— bd y ordenada ad - bec, o sea,

(a, ) (¢, d) = (ac—bd, ad -+ be). (3}
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De este modo, hemos definido dos operaciones algebraicas en el
conjunto de todos los puntos del plano. Demostremos que estas
operaciones poseen todas las propiedades principales que ellas mismas
tienen en el sistema de nimeros reales o en el sistema de nimeros
racionales; ambas son conmutaiivas y asocialivas, estin ligadas
por la ley distributiva y para ellas existen las operaciones inversas:
la resta y la divisidn (excluyendo la divisién por cero).

Las leyes conmutativa y asociativa de la suma son evidentes
(o mas exatamente, se deducen de las propiedades correspondientes
de la suma de los niimeros reales), puesto que al sumar los puntos
en el plano, se suman por separado sus abscisas y sus ordenadas.
La conmutatividad del producto se basa en que en la definicién

del producto los puntos & y B gozan de simetria. Las siguientes
igualdades:

ta, b) (e, )} (e, ) = (ac—bd, ad + be) (e, )=

= (ace — bde — adf — bef, acf —bdf - ade - bee),
(@ B(e, d)(e, N =(a, b) (ce—df, cf +de) =

= (ace—adf— bef — bde, acf-L ade { bee — hdf),

demuestran que para el producto se cumple la ley asociativa. La
ley distributiva se deduce de las igualdades:

[(@, B)+ (e, d)l (e, fy=(a+c, b+ d)(e, ) =
=(ae+ce—bf —df, af cf-| be |- de),
(@, b) (e, ) + (¢, d) (e, [y =(ae—Uf, af--be)+(ce—df, ef 4 de)=
=(ae—bf -ce—df, af be-|-ef -|-de).
Veamos la cuestiéon de las operaciones inversas. Si se han

dado los puntos «=(a, b} y B=/(c, d), su diferencia serd un punto
{z, i) tal que

(c. &)+ (z, ¥) = (a, 1)
De aqui, en virtud de (2), se deduce que

ctax=a, dt+y==0
Por lo tanto, la diferencia de los puntos ee=(a, b) y p=(c, d) es
el punto

a—p={a—c, b—4d) {4)

y esta diferencia queda definida univecamente. En particular,
el origen de coordenadas ((),0) sirve de cero, y el punto opuesto al
punto o = (e, b) serd el punto

—t=(—a, —h. (5)
8—252
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Supongamos ahora que se dan los puntes ¢ ={a, &) y f§ =
= (¢, 4), ¥ que el punto B es diferente de cero, o sea, que al menos
una de las coordenadas ¢, d no es igual a cero y, por consiguiente,
£2 4- d® == 0. Bl cociente de la division de e por f tiene gue ser
un punto {z, y) tal que (¢, d) (z, y) = (a, b). De aqui, en virtud
de (3), se tiene que,

cx—dy =a,

dx 4 cy=1b.
Resolviendo esle sistema de ecuaciones, oblenemos:
__ac-|-bd _ be—ad
T e gz Y=g
Por lo tanto, para f==0, el cociente —g’—uxiste v se determina uni-
vocamente:
o ac--hd be—ad i
§= o wa) 0

Poniendo aqui f = =, obtenemos que en nuestra multiplicacion
de los puntos la unidad es el punto (1, U), situado en’el eje de ahscisas
a la distancia 1 del origen de coordenadas a la derecha. Poniendo
luego en (6) & =1 = (1, 0), obtenemos que, para f§ = 0, el punto

opuesto a f es:
1 o o SN 7
ﬁ B ( e d2 ' efodf ) 2 (1)

Por lo tanto, hemos construide un sistema de nimeros repre-
sentados por puntos del plano, donde las operaciones con ellos
quedan definidas por las férmulas (2) v (3); éste se denomina siste-
ma de nimeros complejos.

Demoslremos que este sistema representa una ampliacidn del
sistema de niimeros reales., Con este fin, veamos los puntos situa-
dos en el eje de abscisas, o sea, los puntos de la forma (e, 0); ponien-
do en correspondencia al punta (&, 0), el nimero real @, obtenemos
evidentemente una correspondencia biunivoca entre el conjunto
considerado de puntos y el conjunto de todos los nimeros reales.
Véase la nota del T. en la pag. 25) La aplicacién de las férmu-
las (2) y (3) a estos puntos proporciona las igualdades

(a, 0) + (B, 0) = (a b, 0),
(a, 0)- (b 0) = (ad, 0},
o sea, los puntos (a, 0) se suman y se multiplican entre si, igual que
los nmimeros reales correspondientes. Por lo tanto, el conjunto de
puntos situados en el eje de abscisas, considerado comp una parie
del sistema de nimeros complejos, no se diferencia en nada por sus
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propiedades algebraicas del sistema de nimeros reales, representado
ordinariamente por puntes de una recta. Esto nos permite no hacer
a continuaciéon ninguna distincién entre el punto (a, 0) v el ndmero
real a, o gea, que pondremos (a, 0) = a. En particular, el cero (0, 0)
y la unidad (1, 0) del sistema de nimeros complejos resultan ser los
nimeros reales ordinarios O y 1.

Tenemos que mostrar ahora que entre los nimeros complejos
estd contenida una raiz de la ecuacién (1), es decir, un nimero cuyo
cuadrado sea igual al mamero real —1. Este serd, por ejemplo, el
punto (0, 1), o sea, el punto situado en el eje de ordenadas a la
distancia 1 del origen de coordenadas, hacia arriba, En efecto,
aplicando (3), obtenemos:

(0, 1)-(0, 1)=(—1, 0)= —1.

Designemos este punto con la letra i, de modo que i? = —1,
Finalmente, demosiremos que parae los numeros complejos in-

troducidos se puede obiener su expresién ordinaria. Para esto, ha-

llemos primero el producto del nimero real & por el punto i.

bi— (b, 0)-(0, 1) = (0, b);

por consiguiente, éste es el punto que tiene la ordenada b y estd
situado en el eje de ordenadas; ademis todos los puntos del eje
de ordenadas se representan en forma de productos de éstes, Si
ahora (a, &) es un punto arbitrario, en virtud de la igualdad

(ﬂ'., b) = (a' 0.} + (Os b)v

se tiene:
(a, by=a - bi,

o sea, que verdaderamente llegamos a la expresion ordinaria de
los nimeros complejos; por supuesto, en la expresion a -+ bi, la
suma y el producto se deben entender en’ el sentido de las opera-
ciones definidas en el sistema de nimeros complejos construido.

Una vez introducidos los niimeros complejos, el lector com-
probari ficilmente que todo el contenido de los capitulos preceden-
tes del libro (la teoria de los determinantes, la teoria de los siste-
mas de ecuaciones lineales, la teoria de la dependencia lineal de
los vectores y la teoria de las operaciones con las natrices) se
generaliza sin restricciones al caso en que se permite el uso de
cualesquiera niimeres complejos, y no silo de los nimeros reales.

Yor dltimo, obsérvese que la construccién expuesta del siste-
ma de nimeros complejos nos lleva a la siguiente pregunta: ;Se
puede definir la suma y el producto de los puntos del espacio de
tres dimensiones, de modo que el conjunto de éstos forme un siste-
ma de nimeros que contenga al sistema de nimeros complejos o, al
menos, al sistema de niimeros reales? Esta cuestion sale fuera de

B*
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los mirgenes de nuesiro curso y solamente sefalaremos que la res-
puesta es negativa.

Por olra parte, observando que [a suma de Jos nimeros comple-
jos deflinida anteriormente coincide en su esencia con la suma de
vectores en el plano que parten del origen de coordenadas (véase
el siguiente piarrafo), resulta nalural la siguiente pregunta: ;Es
posible delinir para ciertos valores de = el producto de vectores del
espacio vectorial real de p dimensiones, de modo gue éste sea, con
respecto a esta multiplicacion y a la adicién ordinaria de los vecto-
res, un sistema numérico que contenga al sistema de nimeros rea-
les? Se puede demostrar que esto no se puede hacer si se quiere que
se cumplan todas las propiedades de las operaciones gue tienen
lugar en los sistemas de niimeros racionales, reales y complejos.
En el espacio de cuatre dimensiones esta construccidn es posible
si se prescinde de la conmutatividad de la multiplicacion; el siste-
ma de nameros obtenido se denomina sistema de cuaterniones. Tan-
hién es posible una construccidon andloga en el espacio de ocho
dimensiones, resultando el llamado sistema de nidmeros de Cayley.
Desde luego, en este caso no hay que prescindir solamente de la
conmutatividad del producto, sino también de su asecialividad,
sustituyendo esta ultima por otra menos rigurosa.

§ 18. Estudio posterior de los mimeros complejos

De acuerdo a la tradicidn histérica, al nimero complejo i lo
llamaremos unidad imaginaria, y a los nfimeros de la forma 6f,
niimeros imaginarios puros, a pesar de que no dudamos de la exis-
tencia de ellos, pudiendo sefialar los puntos del plano (que estin
en el eje de ordenadas) que los representan. En la expresion del
nimero complejo & en la forma a = a - bi, el nGmero a se deno-
mina parte real del nimero «, y el namero bi, parle imaginaria.
El plano, cuyos puntos se han identificado con los nimeros com-
plejos segin el método expuestio en el § 17, se llamara plano com-
plejo. El eje de abscisas de este plano se llama eje real, puesto que
sus puntos representan a los ntmercs reales; respectivamente, el
eje de ordenadas del plano complejo se llama eje imaginario.

La suma, resta, multiplicacién y divisién de los nimeros com-
plejos expresados en la forma a - bi, como se deduce de las formu-
fas (2), (4), (3), v (6) del pdrrafo anterior, se efecttan del modo

siguiente:
(@+bi)+ (e +diy=(a+e) +(b+d) i
(@-Fbi) 4 (¢ —di) =(a—c) + (b—d} i
(@ + bi) (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be) 1
a—- bi _ac#bd_}_&c—mﬁ .
c+di  ¢?d? 62 - d?
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Se puede decir que al sumar los nimeros complejos, se suman por
separado sus partes reales y sus partes imaginarias; para la resta se
cumple una regla andloga. Las expresiones verbales de las [6rmu-
las para multiplicar y dividir serian muy complicadas y las omiti-
mos. No hay necesidad de recordar la ullima de estas férmulas:

7
7
ﬁ diﬁ @
I
I =
Fle- 3 >R 'm
Fig. 2. Fig.3.

solamente hay que tener en cuenta que ésta se puede deducir mul-
tiplicando el numerador y denominador del quebrade dado por
un nimero, que se diferencia del denominador solamente por el
signo de la parte imaginaria.

En efecto,

abi _ (abi)(c—di) _ (ac | bd)-+ (he—ad)i  ac | hd__l be—ad |,
crdi (¢ i) (e—di) 2 d2 Tt U A e

Ejemplos.

1)y (2450 (1 —=Ti) = (24 1) (0 —Tyi—=3—2i;

2) (.";—FJE)—{T—'F—i)=(3—7)—l—(—9-1)i = —4—104;

3) (1 26)(3—:’):|i-.’i—2-(—1)]—:—li-(—1)-;-2-3];‘;. d -+ di;
3 |-i (23 43— 70— 204

-
gy et -
DR 10

i BrDE—0 = P20

La representacion de los niimeros complejos por puntos del pla-
no conduce al deseo natural de obtener una interprelacién geomé-
trica de las operaciones delinidas® para los' nimeros complejos.
LEsta es ficil de lograr para la suma. Sean dados los nimeros o =
=a + bi y B = ¢+ di. Unamos con segmentos el origen de coor-
denadas con los punlos (a, b) y (c, d) correspondientes a dichos
nimeros, ¥ sobre estos segmentos, como lados, trazemos un paralelo-
gramo (lig. 2). Es evidenle que el cuarto vértice de este paralelogramo
serd el punto (a-}e¢, b+d). Por lo tanto, la suma de nimeros
complejos se efectiia geométricamente por la regla del paralelogramo,
o sea por la regla de la suma de vectores que parten del origen de
coordenadas.
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El niimero opuesto al niimero @ = a -+ bi es el punto del plano
complefo que €s simétrico al punto o con respecto del ariger de coar-
denadas (fig. 3). De aqui se puede obtener sin dificultad alguna
la interpretacion geomélrica de la resta.

La interpretacidon geométrica de la multiplicacidon y divisién
de los nimeros complejos quedard clara solamente después de que
introduzcamos una nueva expresion para los nimerocs complejos.
Para la expresion del ndmero o en la forma o = a -~ bi utiliza-
mos las coordenadas cartesianas del punto correspondiente a este

nimero. Sin embargo, la posicién del punto

I en el plano queda también determinada, si se
conocen sus coordenadas polares: la distancia
r del origen de coordenadas al punto y el
dngulo ¢ que forma la direccién posiliva del
eje de abscisas con la direccidn que va desde el
origen de coordenadas hacia este punto (fig. 4).

El ntimero r es real y no negativo, siendo
ademads igual a cero solamente para el punto 0.
Para un nimero o situado en el ecje real,
o sea, para un nimero real, el nimero r es ol
valor absoluto de o«; por esto, a veces, para
cualquier nitmera complejo &, & r también se le Haman valor absolute
o midulo del nimero @, representindose por la notacién | |.

El dngulo @ se llamard argumento del niimero o y se designara
con la notacidn: arg o*, El dngulo ¢ puede tomar cualesquiera
valores reales, 1inlo positivos como negativos, teniendo que medir-
se los dngulos positivos en direccidn contraria a la del movimien-
to de lag agujas del reloj; sin embargo, si los dngulos se diferencian
enlre si en 27 o en un nimero multiplo de 2x, sus puntos corres-
pondienles del plano coinciden,

De este modo, el argumento de un numero complejo @ tiene
infinitos valores, que se diferencian entre si en nitmeres enteras
milltiplos de 2x; por consiguiente, de la igualdad de dos nimeros
complejos, representados por sus médulos y sus argumentos, sola-
mente se puede hacer la conclusion de que sus argumentos se dife-
rencian en un niimero entero miltiplo de 2x, mientras que sus médu-
los son iguales. Solamente para el niimero O el argumento es indefi-
nido; sin embargo, este niimero queda completamente determinado
por la igualdad: |0 | = 0.

El argumento del nimero complejo es una generalizacién natu-
ral del signo del nimero real. En efecto, el argumento de un ntmero
real positivo es igual a cero, el argumento de¢ un namero real nega-

Fig. 4.

* No recorrimos a las denominaciones corrientes de las coordenadas pola-
res: radio polar y édngulo polar. i
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tivo es igual a =7; en el eje real, del origen de coordenadas parten
solamente dos direcciones, las cuales se pueden distinguir por los
simbolos: +y —. En el plano complejo hay infinitas direcciones
que parten del punto O, diferencidndose por el dngulo que forman
con la direccion positiva del eje real.

Las coordenadas cartesianas y polares de un punto estan liga-
das por las relaciones siguientes:

a=rcosqg, b=rsenq, (1)
que se cumplen independientemente de la posicién del punto en el
plano.

De aqui que
Pl +Va2 4+ 6%, (2)

Apliquemos las férmulas (1) a un nimero complejo arbitrario

o =da - bi:
o =a +- bi = rcos g {rsen )i,

0 sed,
o = r(cos ¢ - i sen ). 3

Reciprocamenle, supongamos que el nimero ¢ = a -+ bi se
expresa en la forma ¢ = ry (cos g, - i sen ), donde ry ¥ o son
unos nameros reales, siendo ry = 0. LEulonces, ry cos 9y = a,
ro sen @, = b, de donde ro = + Va® + %, y, en virtud de (2),

rg = |e|. De aqui, aplicando (1), oblenemos: cos @, == cos @,
sen @g = sen @, o sea, gy -= arge.. Por lo tantoe, fodo nimero com-
plejo a se expresa univocamente en la forma (3), donde r =|a|,

¢ = arg o (por supuesto, el argumenlo ¢ estd definido salvo
un sumando, miltiplo de 2a). Esta expresion del nimere o se llama
forma lrigonométrice y se empleari [recuentemente a continuacion.

Los nimeros
a-3{cuqn {isen :r] f==co i, '-'*ﬂ)nﬂ
— s-disen o}, Be=cos—a i T
¥
T hi1 § n
v--]/d ’_cos (—-?—) -}-i sen ["_T]:]
eslin dados en forma trigonométrica; aqui, [a|=3, |B|=1, 1v1=713;
T 13

n n i 1 :
arg a=—5-, arg ﬁnTn. argy=—— (0 bien, arg ﬁ-:T. arg y——=7n].
Por otra parte, los ndmeros complejos
n n

o ={—2) (cos = i sen— ) , Br=3 (cns %:p—i sen -gn) .

¥ =2 (cos—ﬂ—f-tseuin] 8’ = sel —3—-n+'cu n
= 3 g ) o8 T g TS

ya no estin dados en forma trigonométrica, a pesar de que estas expresiones se
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an a I expresion (3). Estos nimeros se expresan en forma trigonométrica
8ol Todo siguiente:

2 (005 8 - £ oo &
2 (e ) wet (oot ).
¥ —cos Lt sen
L determinacién de n forma trigonométrica del nimero”es ongorros, como
mipro ocurro al pasar do la expr rescn ordinaria del némero complejo a la
In nllo z'u a 3‘ \'lcevsna: sul Dl casos, dados los valores numéri-
cos del seno )nsxhln allar el valor exacto del dingulo,

i o gt st ool halfn ot valores ezactos do s seno y coseno.

Supongamos qus los nimeros complejos c. y B se dan en sy for.
ma trigonométrica: B=r" (cos @ + ¢
son @), Multipliquemos estos. nimeros

= I (cos - i sen )] (cos ¢’ + i sen ¢')] =

= rr' (cosgos ¢’ i cos g sen ¢ - i sen ( cos ¢ —sen ¢ sen ¢,

o sea,

ap=rrjcos ¢+ q') -+ isen {9+ 7). 4)
Hemos obtenido la expresién del producto en la forma trigono-
métrica, de donde |af|=rr',
lapl=|al|[B], (23
es decir, ol mddulo del producto de niimeros complejos es igual al pro-
ducto de los madulos " de los factores; por otra parte, arg (af) =
=q-F @' osea,

arg (of) =arga+argf, )
es decir, el argumento del producto de niimeros complejos es igual
a la suma de los argumentos de los factores*. Claro que estas reglas
se generalizan para cualquier nimero finito de lactores. En el caso
de niimeros reales, la formula (5) proporciona la conocida propie-
dad de los valores absolutos de estos nimeros, mientras que la
formula (6), como ficilmente se comprucha, se convierte en la regla
de los signos de la multiplicacién de los nimeros reales.
La dlvlsmn también goza de proplzdadns andlogas. En efecto,
=7 (cos g+ i son q), p=1 (cos @ + i sen), siendo
. o sea, ' 0. Entonces,

r(cos i sen g)
7(cos ¢ Fsen ¢

£ (cos@-i-1 sen ) (cos ¢’ —i sen @) __
T leoR § ¢ s §) =

_%(coslpuysq;’+tsen4pwsq"-——icns(psenq;’-{—senwslm )

o SeSibravemos quo aquf la igualdad se entiends salvo un sumando, milti-
plo
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o sea,
& =+ leos (¢ — ") - Esen (¢ — )] (M
De aqui se deduce que J-—;i]= :, , o bien,
gl el
|+ 1=t ®)

es decir, el mddulo del cociente de dos niumeros complejos es igual al
médulo del dividendo dividido por el médulo del divisor; por otra parte,

[r4 .
arg (-ﬁ_) ={{p—1a, 0 5ea, Y
arg (-—B—) —arga—argh (9)
es decir, el argumento del cociente de dos niimeros complejos se obtiene
restando el argumenlo del divisor del argumento del dividendo.
El significado geométrico del producto y del cociente se acla-
ra ahora sin dificultad. En efecto, en virtud de las formulas (5)

ap 7 f
e
1
-
? 1
u = R

o=t

Fig. 5. Fig. 6.

v (6), para obtener el punto que representa el producto del niimero
o por el ndmero f = 7' (cos ¢’ -|- i sen ¢”), hay que hacer girar al vector
que va de 0 a « {fig. 5) un dngulo ¢’ = arg p en direccion contraria a
la del movimiento de las agujas del reloj, ¥y después hay que alargar
este vector 1" =| B | veces (si 0 < r" <2 1, esto no serd un alargamiento,
sino una contracciéon). Por otra parle, de (7) se deduce que para
o= r (cos ¢ -+ i sen ) == U, se tiene,

ol =p 1 {cos (—q)+ isen {(—q)], (10)

o sea, |a|? = |a?|, arg («!) = —arga. Por lo tanlo, para obte-
ner el punto o' hay que pasar del punto @ al punto e’, situado
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en la misma semirrecta que parte del cero y que pasa por el pun-
to ¢, a la distancia r! del cero (fig 6)*, v después hay que pasar
al punto simétrico a @’ con respecto al eje real.

La suma y la diferencia de nimeros complejos, dados en forma
trigonomélrica, no se pueden expresar por formulas semejantes
a las férmulas (4) y (7). Sin embargo, para el médulo de la suma se
cumplen las importantes desigualdades:

Jo|—|Bl<|ed-Bl<{a|+]B]- (11)

es decir, el mddulo de la sutna de dos nidmevres complejos es menor
o igual a la suma de los médulos de los sumandos, pero es mayor o igual
a la diferencia de estos midules. Las desigualdades (11) se dedu-
cen del conocido teorema de geometria elemental sobre los lados
del triangulo, puesto que como se sabe, |« 4 B | es igual a la dia-
gonal del paralelogramo de lados |a| v |B|. Si los puntos o, f y 0
estan situados en una recta, se necesila un estudio especial; esto
lo dejamos a cuenta del lector. Solamente en este caso se cumple el
signo de igualdad en las formulas (11).
Como a—P=o-+{—Pp)y

| —Bl=1B1 (12)

{esta igualdad es consecuencia de la interpretacién geométrica
del nimero —f), de (11) se deducen también las desigualdades

le]—=IBl<le—B|<[a]+[B] ** (13)

es decir, para el médulo de la diferencia se cumplen también las
mismas desigualdades que para el médulo de la uma,

Las desigualdades (11) se podrian obtener también del modo siguiente:
Sea @ = r (cos g + i sen ), B = 1 (cos @' A i sen @'); supongamos que
la forma trigonométrica del nimero o + p es: @ - f = R (cos ¥ + i sen ).
Sumando por separado las partes reales y las partes imaginarias, oblenemos:
rcos @--r’ cos g’ =R cos,
rsen p+r'sen g’ =& sen;

multipliecando ambos miembros de la primera igualdad por cos 1, ambos miem-
bros de la segunda por sen ¢ y sumando, obtenemos: r (cos ¢ cos ¢

* La igualdad |a’| =]|a| se cumple cuande, y sdlo cuando |@|=1, o sea,
si ol punto o estid situado en la circunferencia del circwlo unidad. S1 & estd situa-
do dentro de! circulo unidad, o' estard situado fuera de él, y viceversa, obte-
niendo de este modo una correspondencia biunivoca entre todos los puntos del

lano complejo, situados fuera del circulo unidad, ¥ todos los puntos, situados
Eantm de este circulo y diferentes de cero.
*» Por consiguiente, se cumple también la desigualdad

[tal~1Bl| <z — 81,
que se aplicari en el § 23. (Nota de T'.)
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-sen @ sen YY)+ r’ (cos ¢ cos 1§ -J-sen ¢’ sen ) = R (cos? P} sen? ),
0 sea,
reos (p—)--r' cos (p'—) =4&.
Como el coseno nunca es mayor que la unidad, de aquf se deduce la desigualdad

r+r >R, 0 sea, |a|+|P] >|a -+ f|. Por otra parte, a = (x4
4-B) — B = (& 4 B) + (—P). De aqui, por lo demostrado y en virtud de (12},

el <|ztBl+|—Bl=]a+Bl4+|B],
de donde || —|B|Zla+B|.

Es menester observar que los conceptos «mayor» y «menor»
no se pueden definir racionalmente para los niimeros complejos,
puesto que éstos, a diferencia de los niimeros reales, no se sitian
en una recta, cuyos puntos estin ordenados de un modo natural,
sino en un plano. Por esto, los nameros com-
plejos (no nos referimos a sus moédulos) no se [
pueden unir nunca con el signo de desigualdad.

Nimeros conjugados. Sea dado un niimero
complejo 0 = a + bi. El nimero a — bi, que
se diferencia de o« solamenle en el signo de la
parie imaginaria, se llama nimero conjugado
de @ y se designa pora.

Recordemos, que al estudiar la division de
los nimeros complejos recurriamos a los niime-
ros conjugados, a pesar de que no habiamos
introducido esta denominacion. Fig. 7.

s evidente que el nlimero conjugado de o
es @, es decir, se puede hablar de pares de niimeros conjugados. Los
niimeros reales, y solamenle éstos, son conjugados consigo mismos,

Geométricamente, los nimeros conjugados son punlos simétri-
cos entre si con respecto al cje real (fig. 7). De aqui se deducen las
igualdades

|| =|e|, argat = —arg c. (14)

La suma y el producto de nimeros complejos conjugados son
nimeros reales. Iin efeclo,

o | o= 2a,
- (15)
ao=a4- P =|af

La dltima igualdad muestra que el nimero oo es, incluso, posi-
tivo para ¢ 5= 0. En el § 24 se verd un teorema que muesira que la
propiedad que acabamos de demostrar de los niimeros conjugados
es caracteristica para éstos.
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La igualdad
la—bi)+(c—di)=(a+cy—(b+d)i

muestra que el nimero conjugado de la suma de dos niymeros es igual
a la suma de los nimeros conjugados con los sumandos:

a+p=ac-+f (16)
Anilogamente, de la igualdad
{a— bi) (¢ —di) = (ac — bd) — (ad - be) i

resulta que el nimero conjugado con producto es igual al producto
de {os numeros conjugades can los factores:

ap = -P. (17)
Una comprobacion directa muestra que se verifican lambién las
igualdades B
a—p=a—p, (18)
o Ei
(+)~% (19

Demostremos lambién la siguienle proposicion: si el nidmero « se
expresa de cierto modo por los nudmeros complejos By, Ba, ..., Pn
mediante la suma, el producte, la resta y la divisién, enlonces, al
sustituir en esta expresién todos los niumeros fiy, por sus conjugados,
se obtiene ef numero con}'ugado de a; en particular, si el namero
o es real, ésle no se altera al sustituir todos los nimeros complejos
B, por sus conjugados.

Esta proposicion la demostraremos por induceidn sobre n, puesto
que para n = 2 ésta se deduce de las formulas (16)—(19).

Supongames gque el numero o se expresa por les niameros
By, Bz ..., Bn, que no son necesariamente diferentes. En esta expre-
sidn hay un orden determinado de aplicacion de las operaciones
de sumar, multiplicar, restar y dividir. E1 Gltimo acto consistird en
la aplicacion de una de estas operaciones a un nimero ¥y, expresado
mediante los ntimeros By, B, ..., Pr, donde 1 < k< n—1, y a un
niimero ys, expresado mediante los nimeros Pyiy, ..., Ba. Por la
hipotesis de induccidn, la sustitucion de los nimeros By, P, . . . B
por los conjugados implica el cambio del niimero 4 por v, ¥ la
sustituciéon de los niimeros By4q, Prez, - .., P por los conjugados,
el cambio del nimero y por y.. Pero, segin una de las férmulas
(16)—(19), el cambio de y, ¥ vz por s y y» convierte al nimero &
en el nimero o.
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§ 19, Extraccién de la raiz de los nameros complejos

Estudiemos el problema de la elevacion de los nimeros com-
plejos a una potencia y de la extracciéon de una raiz. Para elevar el
numero ¢ = & | bi a una potencia entera y positiva n, es sufi-
ciente aplicar la formula del binomio de Newton a la expresion (a +
—~ bi)™ (esta formula subsiste también para los nimeros complejos,
puesto que su demostracion se basa solamente en la ley distributi-
va), y después, las igualdades: i* = —1, i{® = —i, i*= 1; en general

R B TNy Ry T LS SN
Si el nlimero o estd dado en forma trigonométrica, entonces,

siendo n entero y positivo, de la formula (4) del pdsrafo anterior
resulta la férmula siguiente, llamada férmula de Moivre:

[r{cos g -isen ¢)]* =r" (cos ng 4 i sen n), 1)

o sea, que al elevar un nimere complejo a una potencia, se eleva el
mddulo a esta potencia y se multiplica el argumento por el exponente
de la potencia. La formula (1) es vilida también para los exponen-
tes enteros negativos. En efecto, en virtud de la igualdad o™ =
= {&™)", es suliciente aplicar la formula de Moivre al nimero a1,
cuya forma trigonomélrica viene dada por la formula (10) del pirra-
fo anterior.

Ejemplos.

1) 537,——'4‘: = ‘-—1

2) (21 5i)® =23+ 3.22.5; 1 3.2.5%2 4 599 —

=§.! 605 — 150 —125i = — 142 — 65i;

3) [Vf (cus% - [ sen i;'—) ]" =()/2)*(cos n+isen ) = —4;

4) [3 (co: isen ¢ )]_
R [cus ( :1) - i sen (—% :n:) ] = i (cosi- 7T i sen —T- n) .

27 b
De la igualdad

:;“tc ‘-"| B

(cos @ - i sen )" = cos np -|- § sen n,

que representa un caso particular de la formula de Moivre, ficil-
mente se obtienen las formulas para el seno y el coseno de un dngule
multiplo. En efecto, aplicando la férmula del binomio de Newton
al primer miembro de esta igualdad e igualando por separado las
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partes reales e imaginarias de ambos miembros, se tiene:
n .
cos ng =cos" ¢ — ( 2) cos" 2. sen? ¢ - [ ;:) cos"dp.sento— . ..,

G =

sen ng = ( '1') cos" 1yp.sen — ( ;] cos" ¥ - sen® ¢ -
-+ ( ;) cos" S senbp— . . .3

- n . r . i R . -
aqui (k) es la notacién ordinaria del coeficiente binomial

( n ) _ rin—1) (n—lld} e in—k4-1)
k 1-2:3 ...k
Para n=2, se tienen las conocidas férmulas

cos 2 = cos® ¢ — sen® q,

sen 2¢ = 2 cos (¢ Sen (;

para n=23,
cos 3¢ = cos® ¢ — 3 cos § sen® o,
sen 3¢ = 3 cos® ¢ sen ¢ —sen® q.

La extraccién de la raiz de los numeros complejos es mucho
més complicada. Comencemos por la extraccién de la raiz cuadrada
del nimero o = a + bi. Todavia no sabemos si existe un nimero
complejo cuyo cuadrado sea igual a c. Suponiendo que tal nimero
existe, por ejemplo, u -~ vi y empleando la notacién ordinaria, se
puede escribir:

Va-f bi=u+vi.
De la igualdad

(wtviY=a-+bi
resulta,

2up = b, )

Elevando al cuadrado ambes miembros de las igualdades (2)
y suméndolas después, se tienc

(w2— v’)‘ 4 Aute? = (W2 Py = a® -+ b2,

u“—vzrza, }

de donde
Wt =+ Va1

se toma el signo mas, porque los nimeros & y v son reales, debido
a lo cual, el primer miembre de la igualdad es positivo. De esla igual-
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dad y de Ia primera de las igualdades (2), resulta:
ut = (a++ V@),
p’-:-_:-(—a-k V a”-i-b;).

Extrayendo las raices cuadradas se oblienen dos valores para u, gue
se diferencian en el signo, y también dos valores para v. Todos estos
valores son reales, puesto que para cualesquiera @ y b, las raices
cuadradas se extraen de niimeros positivos. Los valores obtenidos
de u y v no se pueden combinar entre si de modo arbitrario, puesto
que, en virtud de la segunda de las igualdades (2), el signo del pro-
ducto uv tiene que coincidir con el signo de b. Resultan, pues, dos
combinaciones posibles de los valores de u ¥ v, 0 sea, dos niimeros
de la forma w - vi, que pueden servir de valores de la raiz cua-
drada del nimero o estos niimeros se diferencian entre si en el signo.
Una prueba elemental, aunque complicada (elevando al cuadrado
los nimeros obtenidos, una vez evwando & == 0, y olra vez cuando
I <2 (), muestra que los nlmeros oblenidos son, verdaderamente,
valores de la raiz cuadrada del nimero a. Por lo tanto, siempre es
posible la extraccion de la raiz cuadrada de un nimero complejo,
proporcionando ésta dos valores que se diferencian entre si en el signo.

En particular, ahora resulta posible la extraccion de la raiz
cuadrada de un niumero real negalivo, siendo los valores de esta
raiz nimeros imaginarios pures. Pn efecto, si a=—0 y &6 = 0,
entonces Va® + 6% — —a, pueslo que esta raiz tiene que ser posi-

. 1 . ) & :
tiva, porlocual, u®* =-- (a—a) = 0, osea, u=10, asi que }J a = + vi.
L p ] J q

Ejemplo. Sea o == 21 —20i. Entonces a2 - 62 = |/84AL - 400 — 29,
Por consiguiente, u®- -_1,— (21 -} 29) = 25, !J“:E- (—214-29)=4, de donde

w= - 5, v = - 2, Los signes de u y v tienen que ser diferentes, puesto que
b es negalivo; en consecuencia,

VI =200 = (5—20).

Las pruebas de extraccidn de raices de grado mis elevado de los
nameros complejos, dados en la forma a + b, chocan con dificul-
tades insuperables. Asi, pues, si quisiéramos hallar con el mismo
método la raiz cibica del numero @ — 0, tendriamos que resolver
una ecuacion cubica auxiliar, cosa que por el momento no sabemos
hacer y que, como ya veremos en el §'38. requiere a su vez la exlrac-
cién.de la raiz cubica de nameros complejos. Por otra parte, la
forma trigonomdétrica se adapta perfectamente para la extraccion
de las raices de cualquier grado, con cuya aplicacion se resuelve
totalinente este problem.
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Supongamos que se necesita extraer la raiz n-ésima del nimero
@ = r (cos ¢ - ¢ sen ¢). Supongamos también que ésla se puede
hallar, resultando ¢ (cos 0 - i sen ), de modo que,

Ip (cos O -+ isen 1)]" = r (cos p - i sen ). (3)

Segiin la formula de Moivre, pm = r, o sea, p = /7, donde en
el segundo miembro figura el valor positivoe, univocamente deler-
minado, de la raiz n-ésima del nimero real positivo r. Por olra par-
te, el argumento del primer miembro de la igualdad (3) es n0, Sin
embargo, no se puede alirmar que n0 es igual a ¢, porque, en reali-
dad, éstos pueden diferir en un qum'mdo que es maltiplo entero
del nimero 27, En consecuencia, n) = ¢ —+ 2kn, donde k es entero y

1~ 2kn
0="—"=.

; P — ki &
Reciprocamente, tomando el numcm? r {cos q’+n2 Tt isen 'p+2 RJ ;

se tiene que, para cualquier & entero, positivo o negativo, la n- esuna
potencia de este nimero es igual a «. Por lo tanto

4 2
+isen?® *;"“) A

R T PR s e i Dher
ri‘-" ricos | isen q) = :" r (cosw—'%-

Dando a % diversos valores, no siempre se oblienen diversos
valores de la raiz buscada. lin efeclo, para

F=0, 4,2 comym—A (5)
se obtienen n valores distintos de la raiz, pueslo que el aumento de k
en una unidad ocasiona un aumento del argumeritos en z;? Supon-

gamos ahora que & es arbitrario. Si &£ = ng + r, 0 < +r<n —1,
se tiene,

J-2k - }
mlnrt:fpiz(r;q.r)n P 2”‘-1—29-1

es decir, el valor del argumento para nuestro k difiere del wvalor
del argumento para & = r en un numerp miltiplo de 2n; por consi-
guiente, se obtiene el mismo valor de la raiz que resulta para el
valor de & igual a r, incluido en el sistema (5).

Por lo tanto, siempre es posible la extraccién de la raiz n-ésima
de un nidmero complejo c, resultando n valores distintos. Todos los
valores de la raiz n-ésima estdn situados en una circunferencia de
radio )/ [a| con el ecentro en el cero, dividiendo a ésta en n partes
iguales.

En particular, la raiz n-ésima de un nimero real a tiene tam-
bién n valores distintos; entre éstos puede haber dos reales, uno
o ninguno, dependiendo del signo de a y de la paridad de =
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Ejemplos.

1) p= ]3/2 (COB%H-{—ESBH-::—H)=

3 3
- % A 2kn % n+2kn
=92 \cos =——+isen 5 ;

k=0: po=v72 (cos-—+isen—)

k=1:B =y ( ﬂ+m % )
k=2:52'-— ( :n:—i—;san :i n)_
2) ﬁﬂw:ym:
51 2kn 5t 2kn
=008 5 —- I sen 5 :
fy=rcos : -,—lsen%—z.Tz_._!_.,; 1/2-2 ;
fy =cos —i— T :‘sen'T’_n:z- — Bo-

3) p=1 —8 =1/ 8(cosnt+isen )=

(cos 1 - 2!.. i sen -32&11. ‘ .

ﬁo--2(c ——| i sen l) =14+iV'3;
Py=2(cosm-t-isenm)= —2;

fp=2 (cos-s’——| i sen —-) =1—i13.

Raices de la unidad. Tl caso de la exiraccién de la raiz n-ésima
del ntimero 1 es de particular importancia. Esta raiz tiene n valo-
res y, en virtud de la igualdad 1 = cos 0 -+ i sen 0 y de la férmu-
la (4), todos ellos, o, como nos expresaremos, todas las raices n-ési-
mas de la unidad, vienen dadas por la formula

Vi:cosE—tEJ—f.senJ‘—T E=0,1, ya—1. (6)
Los valores reales de la raiz n-ésima de la unidad se obticnen de la
formula (6) para los valores k=0 y % , 81 » es par, y para k = 0,
si n es impar. En el plano complejo las raices n-ésimas de la unidad

9—-252
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estdn”situadas en la circunferencia del circulo unidad y la dividen
en n arcos iguales; el nimero 1 es uno de los puntos de divisién.
De esto se deduce que las raices n-ésimas de la unidad que no son
reales estin situadas simétricamente con respecto al eje real, es
decir, son conjugadas entre si.

La raiz cuadrada de la unidad tiene dos valores: 1 y —1. La

raiz cudrtica de la unidad tiene cuatro valores: 1, —1, i y —i. Para
lo future es conveniente recordar los valores de la raiz ciibica
2k

de la unidad. En virtud de (6), éstos son los nimeros cos = -+

g 2kn i .
--i sen =5 donde b = 0, 1, 2, 0o sea, ademas de la unidad, se
tienen los nimeros conjugados enlre si:

2n ; 2n 4, o /3
& = 08—~ | sen %z_j'i"—vj“'
- T
4w an 1 . V3 @
B:=L0b—3—|-15(‘.n S = —g i -

Todos los valores de la raiz n-ésima del mimero complejo o se
pueden obtener multiplicando uno de estos valores por lodas las
raices n-ésimas de la unidad. En electo, sea p uno de los valores de la
raiz n-ésima del nimero o, o sea, que " = e, y sea & un valor arbi-
trario de la raiz n-ésima de la unidad, o sea, que ¢" = 1. Entonces,
Be)* = p"e™ = «, es decir, e también es uno de los valores de 1.
Multiplicando p por cada una de las raices n-ésimas de la unidad,
obtenemos n valores diferentes de la raiz nr-ésima del mimero e,
o sca, todos los valores de esta raiz.

Ejemplos. 1) Uno de los valores de la raiz ciibica de —8 es —2. En virtud
de (7), los otros dos serin los nimeros —2¢y = 1 — i /3 y —2ea =1 i |/3
(véase el ejemplo anterior 3). 2) 381 tiene cuatro valoves: 3, —3, 3i, —3i.

El producto de dos raices n-ésimas de la unidad también esuna raiz
n-ésima de la unidad. En efecto, si e"=1y n"=1, se tiene, (en)"=
= "™ = 1. Por otra parte, el nuimero reciproco de la raiz n-ésima
de la unidad también es una raiz n-ésima de la unidad. En efecto, sea
e"® = 1. Entonces, de la igualdad &". ¢! = 1 resulta, &" (e )"=
= 1, o sea, ()" = 1. En general, toda potencia de la raiz n-ésima
de la unidad también es una raiz n-ésima de la urnidad.

Toda raiz k-ésima de la unidad también es raiz l-ésima de la
unidad para cualquier !, multiplo de k. De esto se deduce que, con-
siderando todo el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad,
algunas de estas raices también son raices n'-ésimas de la unidad
para ciertos n’, divisores del niimero n. Sin embargo, para todo n
existen raices n-ésimas de la unidad que no son raices de la unidad
de orden menor. Estas se llaman raices primitivas n-ésimas de la
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unidad, Su existencia se deduce de la Iérmula (b): si se designa

con g, el valor de la raiz que corresponde al valor dado de % (de modo

que g4 = 1), en virtud de la férmula de Moivre (1), se tiene:
e{*=sk.

Por consiguiente, ninguna potencia del nimero ey, menor que la

n-ésima, sera igual a 1, o sea, el nimero g; = cos & +i sen 2“;‘

es una raiz primitiva.

La raiz n-ésima de la unidad & es primiliva cuando, y sélo cuan-
do, sus potencias e, k = 0,1, ..., n — 1, son diferentes, es decir, si
con ellas se agotan todas las raices n-ésimas de la unidad.

En efecto, si todas las potencias indicadas del nfiimero & son
diferentes, es evidente que éste es raiz primitiva rn-ésima de la uni-
dad. Si, por el contrario, & = g para 0L k<<l n—1,
entonces, e* =1, y en virtud de las desigualdades I < I —
— k< n—1, la raiz & no seri primitiva,

En el caso general, el niiniero €, hallado anteriormente no serd la
unica raiz primitiva n-ésima de la unidad. Para hallar todas estas
raices se aplica el teorema siguiente:

Si & es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, el niimero €
es una raiz primitive n-ésima de lo unidad cuando, y sélo cuando, k
es primo con n.

En efecto, sea d el miximo comiin divisor de los ntimeros &k y n.
Sid=1vy k=dk', n = dnrn’, entonces,

(£ = ghn’ — gh'n — (gM)W' =1,
o0 sea, la raiz e" resulta raiz n'-ésima de la unidad. X

Por otra parte, supongamos que d = 1 y que el nimero &* es
una raiz m-ésima de la unidad, 1 << m << n. Por lo tanto,

(b.fl)ru = Hkm =1,

k

Como el nimero € es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, lo que
implica que pueden ser iguales a la unidad solamente las potencias
del mismo cuyos exponentes sean multiplos de », el nimero km es
miltiplo de . Sin embargo, como 1< m<<n, resulta que los nfimeros
k y n no pueden ser primos entre si, lo que contradice a la hipote-
sis, Por lo tanto, el nimero de raices primitivas n-ésimas de la uni-
dad es igual al nimero de enteros positivos &, menores de n y pri-
mos con k. La expresion de este niimero que, generalmente, se desig-
na mediante ¢ (), se puede hallar en cualquier tratado sobre la
teoria de los nimeros. Si p es un numero primo, todas las raices
p-ésimas de la unidad son primitivas, a excepcion de la unidad
misma. Por otra parte, entre las raices cudrticas de la unidad son
primitivas i y —i, pero no 1 y —1.

G



